1.1. NOTTUNEA DE MULTIME

Lucrurile cele mai simple se descoperd dupa indelungi reflectii, iar istoria matematici este plind de astfel
de intampliri. Astfel, pasirile, de obicei, zboara in stoluri, oamenii in societate triiesc si igi desfisoard
activitatea, formand ceea ce numim generic mul§imi (de pasiri, de oameni).
Matematicienii ultimelor secole au descoperit un fapt important §i anume cid edificiul matematicii are
la bazi notiunile de multime si de relatie intre elementele diferitelor multimi. Aceste doud notiuni
faciliteazd accesul la matematici si permit o buni infelegere a structurilor sale profunde. Notiunea de
multime apare in lucriirile matematicianului german Georg Cantor (1845-1918).
Notiunea de multime este o nofiune primard, fundamentald, care nu se defineste. Totugi, addugim
urmiitoarele doui preciziri, care dau termenului de mulf{ime o semnificatie diferitd de cea din limbajul
curent.
1) O colectie de obiecte este o multime daci se poate spune cu certitudine daci un anumit obiect apariine
sau nu colectiei.
2) Un acelasi element nu poate figura mai mult de o dati in mul{ime.
Exemple. 1) Mul{imea literelor alfabetului.

2) Multimea judefelor din Roméania.

3) Mul§imea paginilor unei cirt;.

4) Multimea elevilor unei clase.

5) Multimea claselor unui licen.

6) Multimea triunghiurilor isoscele.

7) Mul{imea punctelor unei drepte.

8) Multimea literelor alfabetului figurdnd in cuvantul Mississipi“ este formata din elementele
m, i, s, p, in virtutea conventiei ci un acelasi element nu se poate repeta intr-o multime.
Criteriul care defineste o mulfime trebuie si fie obiectiv, in sensul ci punind intrebarea .acel obiect
apartine mul{imii?, rispunsul s3 poati fi dat fird ambiguitate. Asa de exemplu, colectia formati din
cele mai bune trei picturi ale lui Grigorescu nu este o multime — ciiu nu putem decide obiectiv care sunt
cele mai bune tablouri ale unui pictor.
Nu este posibil de a clasifica definitiv un obiect ca fiind al unei mulfimi, cici cei doi termeni sunt relativi.
Astfel, o mul{ime poate fi considerati ca element al altei mul{imi. De exemplu, in mul{imea claselor unui
liceu, o clasi este un element, 1arpedealtaparte,ﬁecareclasa$teomnl§1medeelev1

O multi.ne este formati dintr-un numir finit sau infinit de elemente.

Definitie. O multime se numegte finitA daci are un numir finit de elemente.
O mulfime se numegte infinitd daci ou este finitd

Exempie. 1)-5), 8) con{in exemple de multimi finite, iar multimile din 6), 7) sunt infinite.



Determinarea unei multimi. Notatii

Prezentim mai jos citeva reguli unanim acceptate in cirtile de matematici si pe care este bine si le
urmam:

1) Cel mai adesea o multime de noteazi cu o litera mare: 4, B,...,X,..

2) In chestiuni teoretice, unde elementele multimii nu sunt precizate, vom reprezenta aceste elemente prin
litere mici: a,b,...,T,....

3) Cuvantul mul{ime este simbolizat prin doud acolade care incadreazd elementele multimii considerate,
separate unele de altele prin virgulid. Cateodatd, in caz de ambiguitate, de exemplu cénd elementele sunt
numere zecimale, se separa elementele prin punct si virgula.

Exemple. 1) Daci multimea A este formati din trei elemente prezentate prin literele z, y, z, atunci vom
scrie: A = {z,y,z}.

2) Daci mul{imea X este formata din numerele zecimale 1,2 si 2,3, atunci vom scrie X = {1,2;2,3}.

3) Dacd multimea este infinitd, nu se pot scrie toate numerele; se enumerd, cateva dintre ele, suficiente
pentru a recunoaste despre ce multime este vorba, apoi se pun puncte de suspensie.

Exemplu. Multimea B a multiplilor lui 4 poate fi reprezentatd prin

B ={0,4,8,12,16,...}.
La fel vom proceda in cazul unei mult{imi care contine un mare numir de elemente

C ={0,2,4,6,...,98,100}.
4) Fiind dat un element a al unei mul{imi A, nu sunt decit doud posibilititi: a este element din multimea
A sau a nu este element al lui A.
Pentru a exprima faptul cd elementul a se afld in mul{imea A, vom nota: a € A si citim: ,,a apartine lui
A%
Faptul ci elementul a nu este in multimea A, il notim prin: a ¢ A si citim: ,,a nu apartine lui A“
Semnul € se numegte apartenents, fiind introdus in 1886 de matematicianul italian Giuseppe Peano
(1858-1932).
Observatie. Uneori notdm A 3 a si citim: ,A con{ine elementul a* §i negativ, A ¥ a, adicd ,,A nu
contine elementul a“.
Existd doud modalitiii de a determina o multime:
1) prin enumerarea elementelor sale;
Exemp 2. 1) A= {z,y,z}; 2) B={2,4,6}.
2) printr-o proprietate caracteristici de care se bucuri toate elementele sale. In acest caz, se adopts
notatia urmitoare: fie A mul{imea elementelor care au proprietatea P; se noteazi:

A = {z | z are proprietatea P} si citim: ,,A este mul{imea elementelor z care au proprietatea P
Litera = desemneazi un element arbitrar al multimii A; se spune cd = descrie mul{imea. Bara care separi
litera = de proprietate se citeste ,astfel incat”.

Daci proprietatea P nu este explicitatd, se scrie: A = {z|P(z)}, notatia P(z) insemnénd ,,z are propri-
etatea F“ sau ,,P este verificatd de

Exemple. 1) A = {z|z € N,z < 3}, reprezinti multimea numerelor naturale cel mult egale cu 3. Avem
deci A={0,1,2,3}.

2) B = {z|z € N, z divide 10}, contine divizori naturali ai lui 10. Deci B = {1, 2,5, 10}.

3) C = {z|z = 2n,n € N}. Pentru a determina aceastd multime se dau valori lui n, pe rand, cind se
obtin elemente ale lui C. Pentru n = 0 rezultd z = 0; pentru n = 1, se obtine = = 2; pentru n = 2, gisim
z = 4 etc. Obtinem agadar C = {0, 2,4, ...}, care este multimea numerelor naturale pare.



Multimea vida

Si analizim urmaitoarele doud multimi: _

A = {z|z este un judet din Roménia, al ciirui nume incepe cu litera K} si
B = {z|z este un numir prim §i 13 <z < 17}.

Examinind cele doui multimi, constatim cd acestea nu contin nici un element. Iati c3, in matematici,
contrar a ceea ce se face in limbajul comun, se obtin multimi care nu au nici un obiect. Aceasti mul{ime
se numegte multimea vidi si se reprezinta prin simbolul .

Submultimi. Partile unei multimi

Fie A = {1,2,3}, B = {-1,0,1,2,3,5}. Observam ci orice element al mul{imii A este si element al
multimii B. Caracterizim aceastd situatie spunind ci multimea A este o submultime sau o parte a
lui B.

Definitie. Spunem ci muliimea A este o submul{ime sau o parte a mul{imii B, daci orice
element din A este element in B.

Notatie. A C B si citim: ,multimea A este inclusd in mul{imea B“.

Deci A C B, daci gi numai daciVx€ A=z € B.

Se consideri ci § C A (adicd mul{imea vidi este submul{ime a oricdrei multimi). Daci A # (), atunci clasa
tuturor submultimilor Iui A o notim cu P(A4) (citim: ,mulimea partilor lui A“). Deci P(4) = {X C A}.
Daci A={1,2,3}, atunci
P(A)={a {1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3}, {2,3}.{1,2, 3}
Faptul ci A ¢ B (citim:,A nu este inclusi in B“) se traduce prin ,existd z € A astfel incat = ¢ B“
Se verifici ugor urmitoarele proprietiti ale incluziunii multimilor:
Reflexivitatea: AC A, VA.
Antisimetria: Daci A C Bsi B C A, atunci A = B.
Tranzitivitatea: Daci A C B 5i B C C, atunci A C C.

Aplicatie. Si se determine numirul minim n de intregi care trebuie alesi din S = {1,2,...,9},
astfel incat:

a) suma a doi din cei n intregi si fie pard; b) diferenta a doi din cei n s3 fie 5.

R. a) Se stie ci suma a doud numere pare sau a doud numere impare este un numir par. Considerim
submultimile lui S, S§; = {1,3,5,7,9} si S2 = {2,4,6,8}. Se aplicd principiul cutiei (care in esentd
spune ci dacid avem n cutii §i n + 1 bete care se introduc in cutii, atunci existd o cutie in care se aflid cel
putin deui bete). Deci n = 3.

b) Se ccusiderd cinci submultimi ale lui S, {1,6},{2,7},{3,8},{4,9},{5}. Pentru n = 6, suntem siguri
cd doi intregi vor fi in aceeagi mulfime.

Diagrama Venn-Euler

Uneori este comod de a da o reprezentare grafici unei mul{imi pentru a concretiza anumite situatii.
Pentru sceasta se utilizeazi asa numita diagrami Venn-Euler (John Venn (1834-1923) logician englez;
Leonhard Euler (1707-1783) matematician elvetian), format# dintr-o linie simpla inchisi (un cerc, un oval,
un dreptunghi), in interiorul cireia se scriu elementele multimii.

Atragem atentia ci aceastd reprezentare are ca scop fixarea ideilor si si faciliteze intelegerea. Daca
multimea este notati cu o liters, aceasta se scrie lang linie. Daci elementele multimii nu sunt precizate
sau mulgimea este infinitd, aceste elemente sunt reprezentate prin puncte situate in porfiunea planului
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limitati de linia inchisi. Daci un element nu apartine multimii, el va fi figurat printr-un punct situat in
afara liniei.

Exemple.
4 B

Diagrama lui Venn pentru Diagrama lui Venn pentru mul{imea B
multimea A = {1,2,3.4} cu elementele neprecizate

Exemple de multimi. Notatii pentru multimi de numere

Multimile uzuale de numere pe care le-a{i intalnit in clasele precedente au notaii particulare, judicios

alese de matematicieni.

1. Multimea numerelor naturale este notatdi cu N: N={0,1,2,3,...}
2. Multimea numerelor intregi se noteazi cu Z:

Zz={...,-3,—2,—1,0,1,2,3,...}. Avem NC Z.
3. Multimea numerelor rationale se noteazi cu Q:

Q={ZZ— m,n € Z, n;’-—O}.AvemNCZCQ.

4. Multimea numerelor reale este notatd cu R. Aceasta este
multimea tuturor numerelor pe care le-ati intalnit in clasele precedente.
NcZQcR Este formata din numerele rationale si numerele irationale (care nu sunt
rationale - 2,7 ...). Avem NCZCQCR.

5. Adesca se utilizeazd multimile precedente, din care s-a eliminat zero. Aceste mul{imi se noteazi prin
N*,Z*, Q*, R* (N*=1{1,2,3,...}, Z*={...,—3,—2,-1,1,2,3,...}, ...).
6. De asemenea, utilizim urmitoarele notatii:

Ry = {z|z € R,z > 0} (mul{imea numerelor reale pozitive sau nule);

R_ = {z|z € R,z < 0} (mul{imea numerelor reale negative sau nule);

R; = {z|z € R,z > 0} (multimea numerelor reale pozitive, nenule);

R* = {z|z € R,z < 0} (multimea numerelor reale negative, nenule).
O interpretare similara au notatiile: Z,, Z_, Z*, Q4, Q_, Q%, QL.




