1.2. MULTIMEA NUMERELOR REALE

Scopul acestui paragraf este de a prezenta principalele multimi de numere pe care le-afi studiat in anii
precedenti, indicAnd pentru fiecare multime:

1) proprietitile algebrice;

2) proprietitile de ordine;

3) corespondenta cu punctele unei drepte. .
Avand in vedere ci unele rezultate au fost studiate in anii trecuti, le vom reaminti. Constructia acestor
multimi de numere depiseste cadrul acestui manual.

1.2.1. Multimea numerelor naturale N

Istoria matematicii incepe cu problema numdrarii, ceea ce a condus, dupé indelungi tatoniri la conceptul
fructuos de numar natural.

Matematicienii secolului al XIX-lea au ardtat cum se poate construi riguros multimea N a numerelor
naturale plecind de la cateva notiuni elementare.

Axiomatica numerelor naturale cea mai cunoscutd a fost elaboratd in 1889 de matematicianul italian
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Giuseppe Peano (1858-1932).

Numere cardinale. Sub forma cea mai naiva si primitivi, problema numdririi se poate pune sub forma:
fiind date dous multimi A si B, care dintre cele doud mul{imi are mai multe elemente ?

Numerele cardinale indici mirimea multimii, respectiv numérul de elemente ale multimii.
Numere ordinale. Au apirut din necesitatea de a stabili o ordine in interiorul unei multimi.
Numerele cardinale si ordinale s-au dezvoltat intr-o legdturd permanentd unele cu altele si formeazi cele
doui aspecte ale numerelor naturale, la care se adaugd de cele mai multe ori prin conventie si numirul

Zero.

Operatii pe N

Multimea N a numerelor naturale nu posedi in sine nici o altd proprietate in afard de aceea de a numra.
O astfel de multime este amorfd sau altfel spus nu este structuratd. Multimea numerelor naturale este
N={0,1,2,...,n,...}, jar N*={1,2,...,n,...} reprezinti multimea numerelor naturale nenule.

Adunarea- Cea mai simpld operatie cu numere naturale face ca la orice doud numere a, b e N si se
asocieze tot un numir natural notat a + b.

Proprietitile adunarii pe N

A;. Adunarea este asociativi, adici (a+b)+c=a+(b+¢), Va,b,ceN.
A,. Adunarea este comutativi, adici e+b=b+a, Va,beN.

As. Numairul 0 este element neutru pentru adunare, adici a+0=0+a=a, Va€eN.

Observatii. 1) Semnul + apare pentru prima dati cu sensul actual intr-un manuscris aflat la biblioteca
din Dresda si scris in jurul lui 1480.

2) Adunarea este considerati o operatie de ordinul intai.

3) Sciiderea numerelor indicd pe plan abstract ideea de scidere dintr-o multime a unei pérti din elementele
acelei multimi. Sciderea este operatia inversd adundrii. Diferenta a doud numere naturale nu este intot-
deauna un numir natural. Diferenta dintre numerele a,b € N se noteazi a — b.

inmul’girea. La operatia de inmultire s-a ajuns prin adunarea mai multor termeni egali. Aceastd
operatie asociazi la doud numere naturale a,b € N numirul natural a - b sau simplu ab.

Proprietatile inmultirii pe N

I,. Inmultirea este asociativi, adici (ab)c = a(bc), Va,b,c € N.

I,. Inmultirea este comutativi, adici ab=ba, Va,b € N.

I3. Numirul 1 este element neutru pentru inmultire, adicik 1-a=a-1=a, VaeN.

Observatii. 1) Semnele - si X sunt utilizate din 1631.

2) Impirtirea numerelor naturale este operatie inversi a inmultirii.

Impirtirea a doui numere naturale nu este intotdeauna un numir natural.

Impirtirea prin zero nu are sens. Inmultirea si impirtirea sunt operatii de ordinul doi.
Ordinea opera’giilor. Daci intervin mai multe feluri de operatii, ordinea efectudrii operatiilor are
influents asupra rezultatului. Operatia de ordin superior se efectueazi la inceput. Operatiile ale
ciiror semne sunt puncte preced pe cele ale ciiror semne sunt linii. Dac# operatiile trebuie ficute in altd
ordine, atunci se folosesc parantezele care se vor efectua primele.

9



Distributivitatea in raport cu adunarea. Legitura intre cele doud operatii pe N este datd de pro-
prietatea

D. inmultirea este distributivi in raport cu operatia de adunare, adici
a(b+c) =ab+ac,Va,b,c e N.

Pentru a € N* se noteazi produsul lui e cu el insusi de n ori, n € N*, astfel: ¢" =ga-a...a.

n
Ansamblul " il numim putere in care a este baza puterii, iar n este exponentul puterii. Au loc

proprietitile:
n n an

1) a® - a™ = a™*™; 2) (ab)™ = a™b"; 3) -;% =a®"™ n>m; 4) (%) b#0; 5) (a™)™ =a™™.

— b_n’
Convenim ca a® = 1, a # 0. Operatiei 0° nu i se acorda nici un sens. Ridicarea Ia putere este o operatie
de ordinul trei.

Ordonarea numerelor naturale

Orice numir natural are un succesor, de exemplu 11 este succesorul lui 10. Aceasta inseamna ci in girul
numerelor naturale 0,1,2,...,n,7 4+ 1,... nu existd un ultim numdr, acest sir fiind infinit. Numirul 0
(zero) nu este succesor. Orice alt numar natural are un predecesor; aceasta inseamni ci sirul numerelor
naturale il are pe 0 (zero) ca primul numir. Pentru orice doui numere naturale n;, ns existd una din cele
trei relatii: n; < mg (n; este strict mai mic decit ny), n; = na (n; este egal cu ng), n; > ny (n; este
strict mai mare decat ny). Dacd vrem si ardtim ci n; este cel mult egal cu ns atunci scriem n; < ng.
Aceasti relatie, notati <, are urmitoarele proprietiti:

0O;. Relatia < este reflexivi, adici a <a, Va€eN.

Os. Relatia < este antisimetrica, adicd daci pentru orice a,b € N, a < bsi b < @, rezulti a = b.

O3. Relatia < este tranzitiva, adicd dacd pentru orice a,b,c € N pentru care e < bsi b < c,
rezulti a < c.

O relatie, in cazul nostru <, care are proprietitile O;, Oy, O3 se numeste relatie de ordine. Intre
operatiile de adunare i inmultire definite pe N si relatia de ordine < exist3 legitura prezentati mai jos
sub forma:

Monotonia adundrii | daciae <b,atuncie+c<b+c¢, a,b,c e N.

Monotonia inmul{irii dacid a < b, atunci ac < be, a,b,c € N*.

Aceastd legiturd pusa in evidentd intre relatia de ordine si operatiile de adunare i inmultire arati ci
inegalitatea numerelor naturale raméne valabild dacd adundam sau inmultim in amandoui pirtile acelasi
numar.

Reprezentarea geometrica a lui N

O dreapta d pe care fixdim un punct O, numit origine, un sens pozitiv si o unitate de misuri se
numeste axi de coordonate.

=V

50 O U A B

Sensul pozitiv este dat de sdgeatd, lungimea segmentului [OU] este egald cu 1.
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Numirului 0 1i asociem punctul O pe dreapti. Numirului 1 ii asociem punctul U pe axi (se mai spune
ci 1 este coordonata sau abscisa punctului U si scriem U(1)) pentru care OU = 1; numérului 2 ii asociem
pe axa punctul A (2 este coordonata sau abscisa punctului A si notim A(2)) pentru care OA = 2 etc.

Si observiim ci numerelor naturale le-am asociat puncte pe axa de coordonate situate la dreapta lui O (la
dreapta originii Q), deci apartinand semidreptei [Oz pe care din acest motiv o numim semiaxa pozitivi.

Necesitatea extinderii mul{imii N

Daci se dau doui elemente a si b din N se pot formula doud probleme care impun extinderea mulfimii
numerelor naturale:

1) Existd un element = € N pentru carea+z =547

2) Existi un element y € N pentru care ay =b ?

Se observi ci dupi valorile atribuite lui a §i b aceste probleme admit sau nu solutii. De aceea s-a impus
crearea altor multimi de numere in care aceste probleme si posede intotdeauna cel putin o solutie (ex-
ceptand, pentru 2) cazul a = 0 si b # 0). :

1.2.2. Multimea numerelor intregi Z

Fapte de naturi matematici (printre altele rezolvarea ecuatiei a+z = b, a,b € N, b < a) sau fizici (tem-
peratura) au condus la extinderea multimii N la mul{imea numerelor intregi Z = {...,—-2,-1,0,1,2,...}.
Numere opuse. Dacd a € N*, atunci am numit opusul lui a in raport cu adunarea de pe N, numirul
notat —a, definit prin egalititile a4+ (—a)=(-a)+a=0.

S-au creat astfel noi obiecte matematice, numerele intregi negative.

Structura algebrica a lui Z

Este dati de un ansamblu de doui operatii, adunarea si inmultirea numerelor intregi, cdrora le impunem si
verifice conditii similare celor satisficute de adunarea si inmultirea numerelor naturale, la care se adaugi
si altele tinand cont de prezenta pe langd numerele naturale si a opuselor acestora.

Acest principiu se va pastra si la trecerea de la Z la Q sau de la Q la R.

Adunarea §i inmultirea pe Z sunt doul operatii care asociazi fiecirui cuplu (a,b) de numere intregi
numerele intregi notate a + b si respectiv ab.

Proprietitile operatiilor pe Z

Proprietitile operatiilor de adunare §i inmultire valabile pe N se pistreazi si pe Z, la acestea addugandu-se

A4. Elemente opuse. Pentru orice = € Z, existi elementul (—z) € Z, numit opusul lui'z
cu proprietatea: z+(—z)=(—-z)+z=0.

Alte proprietiti studiate au fost:

P;. Dacia=0b,atunci a+c=b+¢c, ac=bc.
Egalitatea este compatibili cu adunarea si inmultirea.

P,. Daci a,b,c € Z, a+ c= b+ c, atunci a = b (Reducerea a doi termeni asemenea).
Daci a,b,c € Z, ac = bc, ¢ # 0, atunci a = b (Simplificarea printr-un numir nenul).

P3. Regula semnelor la produs. Daci a,b > 0, atunci ab > 0; daci a,b < 0, atunci ab > 0;
dacia>0,b<0saua<0,b>0,atunci ab < 0;
daci unul din factorii a, b este zero, atunci ab = 0.
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in cazul lui Z diferenta a doud numere intregi este un numir intreg.

Ridicarea la putere a unui numir intreg se defineste ca in cazul ridicérii la putere a unui numar natural.
Notim Z_ = {...,—3,—2,—1} multimea numerelor intregi negative, iar cu Z; = {0,1,2,...} muliimea
numerelor intregi nenegative.

Ordonarea numerelor intregi. Valoarea absolutd a unui numar intreg
Pentru orice a € Z definim valoarea absoluti sau modulul lui e, numérul nenegativ
la|={ a, daci a>0
—a, daci a<0.
Daci ny,ng € Z, n; # ng, atunci sunt de discutat trei cazuri:
1) n1,ns € N cénd s-a vizut cum se face ordonarea;
2) ny €EZ_, ng € Z; atunci n; < ng;
3) n1,n3 € Z_ cénd n; < ny dacd |n;| > |nal.
Relatia < este o relatie de ordine pe Z, care pistreazi monotonia adunirii, iar pentru inmultire regula se
completeazi astfel:

daci a < b, atunci ac < bc, daci ¢ € N¥;
dacd a < b, atunci ac > bc,daci c€ Z_.

Reprezentarea geometrica a lui Z
Am reprezentat pe axa de coordonate z’z numerele naturale prin punctele O, U, A, B,... situate pe
semiaxa [Oz pe care am numit-o semiaxa pozitivi.
mijoc s T £ 20 V| Lt Uk SR
Xt txin B p Al Ui O Urolri B s b

) 4

Punctele U, A, B,... sunt situate pe aceastd axi la dreapta lui O.
Numiirului negativ —1 ii asociem pe axi punctul U’ situat la stanga lui O si pentru care OU’ = 1. Spunem
ci punctul U’ are coordonata —1 gi scriem U’(—1). Numirului —2 i asociem pe axi punctul A’ situat la
stanga lui O, pentru care OA’ = 2. Spunem cii A’ are coordonata —2 si scriem A'(—2), etc.
1.2.3. Multimea numerelor rationale Q.

Necesitatea extinderii multimii Z

Ecuatia 5z = 3 in Z nu are solutie. Se impune deci extinderea mul{imii Z la o alti multime in care ecuatii
de forma az = b, a,b € Z, a # 0 si aiba solutie. Aceasti mul{ime o reprezinti mul{imea numerelor

rationale notatd cu Q si definitd ca find egali cu Q = {gl m,n€Z, n# 0}, unde g se numegte
fractie (m = numdritorul care indici numarul de pirti, iar n = numitorul care indici in cite parti a fost
impirtit intregul).

Deci un numir rational inseamni o fractie %, m,n € Z, n # 0. De asemenea, toate fractiile (’:k—k)
reprezinti acelasi numir rational % =
Doua fractii %,%spunem cd sunt echivalente daci mq = np. Ori se constat3 imediat d-'s este echiva-

lent3 cu orice fractie ﬁ
Deci doui fractii echivalente dau acelagi numir ragional.
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6 : : : i b
RAT I T ) obtinute prin amplificare sau simplificare, care reprezinti

aceeasi cantitate, reprezintd numdrul rational unic —.
Fractiile cu numitorul 1 i cele obtinute prin amplificarea lor sunt continute tot in multimea numerelor

3 9
Exemple. Toate fractiile (

rationale. De exemplu: — = = Ly Ele pot fi substituite una alteia. Numarul intreg 0 poate fi
inlocuit cu orice fractie cu numiritorul egal cu zero. Numitorul zero este exclus.

Probleme rezolvate

2 3 ;
1. Si se determine n € Z pentru ca fractiile _:- 2n si 1 sa fie echivalente.
mn

R. Trebuie si avem egalitatea 4(2 + n) = 3(6 + 2n). De aici n = —5.
2
9. Aritati cd nu existd numere rationale % astfel incat (%) = 3.
2
R. Presupunem ci (m,n) = 1. Din (%) = 3 rezulti m? = 3n2, (¥). Cum (m,n) = 1 se obtine

3| m?2 = 3| m. Fiem = 3m;, m; € Z. Egalitatea (+) devine 3m? = n?, (++), iar de aici 3 | n® si
deci 3 | n, adicd existd n; € Z astfel incat n = 3n;. Am obtinut ci 3 | m, 3 | n, adici 3 | (m,n) = 1,

m m\ 2
contradictie. Deci nu existd = € Qcu (;) =3

3. Si se determine k € Z pentru care fractia o 1 1 € Z.

R. Fractia este numir intreg dacd 2k — 1 divide 5, adicd dacd 2k — 1 € {-1,1,-5,5}. De aici
ke {0,1,—2,3}.

4. Daca g =0,a1a3...0y..., atunci precizati asgpg.

R. Observim ci % =0, (42857) §i din a; =4, ay = 2, a3 = 8, ag = 5, as = 7, iar 2009 = 401 - 5 + 4, deci
aspy = a4 = 5.

Probleme propuse

: . 3 o
1. Gasiti trei valori ale lui n € N* pentru care fractia ?n este reductibila.

+k 44k

si sunt echivalente.

2. Determinati k € Z pentru care fractiile

2
3. Aritati cii nu existd numere rationale T astfel incat (%) =5
n

4. Si se determine k € Z astfel incat € Z.

2k +1

5. Determinati trei valori ale lui k£ € Z pentru care fractia este reductibili.

10
k+1

k+1 3 s
E 12 s3 fie ireductibili.

&

6. Determinati trei valori ale lui &£ € Z astfel incat fractia

2 -
7. Daci 7= 0,aias...a,..., S& se precizeze asp)o-

8. Daci a,b,c,d € N* astfel incat % < 2, atunci si se arate ca = = F o < 2

b b+d
. st s 020k Bagptar @ atcte e
9. Dac? a,b,c,d,e, f € N* astfel incat 5 <d<f,atunc1 sd se arate cid b <b+d+f<f'
a+1 a+2 14 7 '2005 2008 1

a
* D * atunci . Sa Loy AL 2005, 2008, 4 8
10*, Daciae N atunc1a+1<a+2<a+3 Sasearatecfi2 F°3 5006 2009 < 12
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iz s sl 55 200 8 2007 2008 1
Indicatie. Fie P produsul. Atunci 5°3°7 " 2008 2009 — 2009

2005 - 2006 2 2007 2 pdiis 1 2008 2
"7 2006 2007 2008 2009’ 2009 r

Reprezentarea unui numar rational

o
(S
A
| o
A
Nl o

1<g<
233

Un numr rational se poate reprezenta sub doud forme: 1) sub formd de fractie ordinard (%) sau

2) sub form# de fractie zecimald (finitd sau infinitad periodici). Reamintim procedeul de trecere

de la o forma la alta.

; 1 1 19
Cazuri particulare. Fie g1 = P BR=7B=¢

Vom trece de la forma de fractie ordinari la cea de fractie zecimald aplicand algoritmul de impartire i
obtinem

@ =05 ¢=0,33...3..., q3=0,3454545...
sau scrise utilizand perioada astfel

a1=0,5, g2=0,(3), q3=0,3(45).
Fractiile zecimale obtinute in urma impértirii se numesc reprezentarile zecimale ale numerelor rationale
q1, g2 si respectiv gs.
Fractia q; are reprezentarea zecimald finitd, avand dupd virguld un numdr finit de cifre semnificative,
iar in rest zerouri. Fractia s are reprezentare zecimald periodica simpld, deoarece perioada (3) urmeaza
imediat dup# virguld, iar fractia g3 are reprezentarea zecimald periodicd mixta, deoarece perioada (45)
nu urmeazi imediat dupd virguli (are dupa virguld o parte neperiodicd — aici 3).
Acum pentru a trece de la fractiile zecimale la cele ordinare se procedeazi aga cum s-a vdzut in gimnaziu
e B ool aoe 345-3 342 19
71 =05=0+15=72, =03 =5=3 g3 = 0,3(45) = —55— = 990 = 55-
De fapt, ultimele scrieri au urmitoarea argumentatie: 10g = 3,(3) sau 10g2 — g2 =3 & 92 = 3 &
& g = 1/3 si respectiv 10g3 = 3, (45), unde notdm z = 3, (45) si avem 100z = 345, (45), iar de aici prin

scidere 100z —z =342 & 992 = 342 & g3 = —.
Cazul general. O fractie zecimald finitd are forma:

a = apag_j...0100,a_1a-2...G—p, unde ag,ak_1,...,01,80,a-1,...,0—p Sunt cifre si este egald in
baza zece cu:

a=ak-10k+ak_1-10k_1+...+a1-10+ao+L Sp

L 22+
10+ 102 " 108

O fractie zecimali infinitd are forma:

a = apaj_1 .--a140,a-1G—2 ..., §i este egald in baza zece cu

Y k a—] a_o
a=ayg-10 +-+a1-10+a0+—1?+1—02+....

Observatie. O fractie zecimala finitd poate fi consideratd ca o fractie zecimald infinitd prin addugare de
zerouri.

O fractie zecimali infinitd periodicd simpld are forma
a = apap_1..-61a0, (a—1a-2...a_p), §i reprezintd numirul rational
a_-1a-9...a_

9.9 P unde grupul de cifre a_ja_3...a_, se numeste perioadd.
——

P
O fractie zecimali infinitd periodicd mixtd are forma

@ = apGg_1---01a9,a_1 --.a—i(b1 ...bp), si reprezintd numarul rational

a = arag—i..-0100 +
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g_1...a-sby...bp—a_1...a_;
a=ac...ma + 5o —s :

P i
Observatie. Qrice fractie zecimali finit3 este periodici de perioada zero.
Avem si rezultatul reciproc sub forma:

Teorema. Orice numir rational se reprezintd in mod unic sub forma unei fractii zecimale finite
sau fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferita de 9.

Observatie. In teoremi apare restrictia ca fractia zecimali infinitd periodicd si nu aibd perioada 9.
Daci prin absurd fractia o m € Z, n € N* ar avea perioada 9, atunci efectuand impartirea cu rest a lui
m cu n se ajunge la un rest r, care inmultit cu 10 si impartit la n d& catul 9 si din nou restul r, adici
10r = 9n + r. De aici r = n, in contradictie cu cerinta 7 < n.

Probleme rezolvate

1. Si se determine cifrele a, b astfel incat 0,a(b) = %.

ab—a a 10a+b—-a a X3 ! e
% _EsauT—Esaub(Qa-i-b)—QOa. Gisima=1, b=6.

2. Fie 0,a1az... scrierea zecimald a numarului = Sa se calculeze ajggg si suma

R. Egalitatea se rescrie

S=a11+a2+...+a2009. .
R. Avem - = 0,(142857), 2009 = 6-334+5, a1 = 1, aa = 4, a3 = 2 .... De aici agyy = as, iar
§=334(1+4+2+8+5+7)+1+4+2+8+5=19039.

3. Si se arate ci n+ % <vVn’+n<n+ %, n € N* i apoi si se deduci prima zecimali a lui

Vvn?+n,

R. Inegalitatea se ridici la pitrat §i se otine echivalent (4 < 5n §i 0 < 1/4) adevdrate. Deci

n,4 < V/n2+ n < n,5, adici prima zecimali a numirului vn2 + n este 4.

4 v . n24+n+2
- 54 se arate ci: 1) fractia ——

n*—n+4

2) fractia i: i; este ireductibild Vn € N*.

R. 1) O fractie este reductibild dacd atat numaritorul, cat si numitorul se divid prin acelasi numir d € N,

d>1. Ubservim ci n’? +n+2 =n(n+1)+2, n2 —n+4 = n(n — 1) + 4 sunt numere pare, deoarece

produsul a doud numere naturale consecutive se divide prin 2, iar suma de numere pare este un numdr

par.

2) Procedam prin reducere la absurd. Fie deci d € N, d > 1, un divizor atat al numaratorului, cat si al

numitorului. Deci, d | 2n+ 1, d | 3n+ 2. De aici d | 3(2n + 1) — 2(3n + 2) = 1 = d = 1, contradictie.

Prin urmare, fractia este ireductibila.

este reductibilid Vn € N*;

1 1 1 5
5. S5 4+ =+...+ 57— < .
se arate c51+32+52+ +(2n+1)2<4
1 1 11 1
R. S3 i 2k + 1)% > 2k(2k + 2) si deci =-|=—-——. Adunand
S3 observim ci (2k + 1)* > 2k(2k + 2) si deci (2k+1)2<2k(2k+2) 4(1: k+1> un
aceste inegalititi pentru k = 1, n rezultd
1+1+ =+ - <1+—1- 1—1+l—1+ +1—L —E—-—L—<§
327777 (2n+1)2 4\1 2'2 3 "'n n+l) 4 4(n+1) 4
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Probleme propuse
4 3
1. Daca i 0,a;a3...a, ..., atunci si se calculeze asg;s.

este reductibild Vn € N*, n > 2; 2) fractia este

2 2n+5

2—n—8 3
2. Si se arate ci: 1) fractia n2 ’ it
ne+n-—

ireductibild Vn € N. ,

3. Si se determine z,y € Z pentru care zy +z +y = 3.

Indicatie. (z+1)(y +1) =4.

4. Aritati ci pentru oricare cinci numere intregi existd cel putin doui care dau acelasi rest
la impartirea cu 4.

Indicatie. Resturile la impértirea prin 4 sunt 0, 1, 2, 3.

5. 83 se rezolve in N ecuatia 0,z(y) + 0,y(z) = 0, (3).

R. (z,9) € {(1,2), (2, )}

Partea intreaga si partea fractionarid a unui numér

Definitii. Fie a € Q. Se numeste partea intreagi a numairului ¢, numirul, notat [a], care
reprezintd cel mai mare intreg mai mic sau egal cu a.

Deci [a] €Z, [a]<a<[a]+1.

Se numegte partea fractionari a numirului e, numirul, notat {a}, care este egal cu diferenta
dintre a §i partea sa intreagd [a].

Deci {a}=a-[a]

Trebuie observat cd existd o infinitate de numere intregi mai mici sau egale cu a. Partea intreagd a lui a,
[a], este cel mai mare dintre toti intregii mai mici sau egali cu a.
Din [a] € a < [a] + 1 rezultd {e} =a—[a] > 05i {e} =a—[a] < 1.
Deci partea fractionard a lui @ este un numir pozitiv subunitar, 0< {e} <1.
Exemple. 1) [3,76] = 3, {3, 76} = 3,76 — [3,76] = 3,76 — 3 = 0,76;
2)[9]=9,{9} =9—-[9]=9-9=0;
3) [-3,16] = —4, {~3,16} = —3,16 — [3,16] = —3,16 + 4=4—3—0,16 = 1— 0,16 = 0,84;
4) [-5] = =5, {~5} = —5— [-5] = —5+5 = 0.

Structura algebrica a lui Q
Pe multimea @ s-au definit operatiile de adunare i inmultire a fractiilor ordinare astfel
@  ov adbe i &, €00 L6le

v ' d €Q.

574" "bd T bd bd
Cele doui operatii se bucurd de proprietitile prezentate la multimea Z.

5 ¢ ik A D b

In plus pentru orice % €Q, a,b€Z, a,b#0, existd elementul (fractia) - € Q pentru care % & in 13
, . a - .8

ceea ce inseamni ci orice fractie nenuld 3 are o inversa P

Ordonarea numerelor rationale

Daca %,5— €Q (= {%; a,be N‘} = numerele rationale pozitive nenule), a,b,c,d > 0, atunci
Z<load<ic
b ~d p
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a : ; c
Daci e Q= {_—; a,be N‘} = numere rationale negative nenule), 3 € Q1, atunci g < g, iar daci

b
a c " b e ’al lcl
== = < = daci || > |=]-
b’deQ_’ atunci 5 <ddac 5 > 7
Observatie. Intre dous numere rationale distincte exist3 o inﬁnitl;)ate de numere rationale. Fie a,b € Q,
a+ a+b

b
a < b. Atunci a < %—- < b si se repetd procedeul pentru a, 5 sau . b.

Reprezentarea geometrica a lui Q

Reprezentarea pe axa de coordonate a unui numdr rational se obtine prin reprezentarea unei singure fractii
din multimea care reprezintd numarul rational.

] 1
-2 13 0 71
X 0 U

[N][¥)
oo

)

=V

2
A
Imaginile numerelor rationale pozitive sunt situate pe axa de coordonate la dreapta lui O, iar imaginile

numerelor rationale negative sunt plasate pe axd la stanga lui O.

De exemplu pentru a reprezenta pe axd numdrul rational 3 observdm cd acesta se scrie sub forma

2+ -g— € [2,3]. Unitatea cuprinsi intre 2 i 3 (pe figurd segmentul AB) se divide in 3 pirti egale (cat
2

indicd numitorul fractiei §) si punctul cdutat este al doilea punct al diviziunii (c&t indicd numiritorul

-2
fractiei =).
Dacd numerele rationale se prezintd sub form& de fractii zecimale, acestea se vor transforma in fractii

ordinare §i imaginile lor pe axi se obtin aga cum s-a viizut in cazul particular al fractiei 3

1.2.4. Mult{imea numerelor reale R. Necesitatea extinderii multimii Q

Am prezentat succesiv multimile Z (a numerelor intregi), @ (a numerelor rationale) ca fiind ,imbogatiri“
ale structurii (N, +, -), a cirei structurd ,sdraci" a apdrut in urma rezolvirii ecuatiilor de tipul az+b = c.
Aceastd realizare nu este completd cici rimén destule lacune de completat.

De exemplu, ecuatia 22 = 2 nu are solutii in Q, ceea ce revine la a spune ci v/2 nu este rational.
Intr-adevir, daci prin absurd ar exista un numir rational z = o T € N*, (m,n) = 1 (altfel, se

simplificd fractia) pentru care (;) = 2 ar rezulta m? = 2n2. De aici 2| m?, adici 2|m. Deci m = 2m;,
my € N*. Din m? = 2n? §i m = 2m; rezulti 2m? = n?, adici 2|n. Asadar existd n; € N* pentru care
n = 2n;. Recapituland: m = 2m,, n = 2n;, m1,n; € N*, ceea ce aratd ci 2|m, 2|n, in contradictie cu
(m,n) = 1. In concluzie, ecuatia 2> = 2 nu are solutie rationald (pozitivi; analog se procedeazi pentru =
rational negativ).

Definitia unui numair real. Reprezentarea unui numair real

Am vizut ci un numér rational se poate prezenta sub una din formele:

1) fractie ordinari %, a,beZ, b#0;

2) fractie zecimali finit4 sau infinitd periodicd (simpld sau mixti). -
Exist# fnsi numere care nu sunt rationale:

1) V2 (s-a aritat mai sus), V3, V5,....

2) 0,123456789101112...; 3,31323334...; 1,1010010001...

Numerele de la 1) nu pot fi puse sub formé de fractie ordinari, iar cele de la 2) sunt fractii zecimale
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infinite neperiodice. Aceste numere le numim irationale. Deci

Un numdr irational este o fractie zecimala infinitd si neperiodici.

Multimea numerelor reale, notatd R, este reuniunea dintre multimea numerelor rationale si
mult{imea numerelor iragionale.

Un numir real este o fractie zecimali finit3 sau infinita.

Multimea numerelor irationale este R — Q.
Se cunoaste cd raportul dintre lungimea cercului si diametrul siu este egal cu m = 3,141592. .. care este,

de asemenea, un numdr irational.
Aproximatii prin lipsa. Aproximatii prin adaos

Am vizut cum se pot aduna sau inmul{i doud numere rationale. Problema devine imposibild daci accep-
tam reguli asemadnitoare pentru numerele reale, dat fiind faptul ¢ un numér real nu-1 putem descrie in
intregime prin toate zecimalele sale in cazul numerelor irationale.

In practici pentru determinarea unor elemente (din matematici, fizici, chimie etc.) se ajunge la valori
egale cu v/2 sau /3 etc. pe care insi, aga cum s-a viizut in clasele anterioare, le aproximim prin lipsd sau
adaos. Aga de pildi pentru /2 considerim valoarea 1,4 sau 1,41; pentru v/3 luim 1,7 sau 1,73. In aceste
cazuri scriem V2 = 1,4 sau V2 = 1,41 etc.

Definitie. (Aproximare prin lipsi.) Numdirul rational rezultat prin eliminarea tuturor
zecimalelor unui numar real pozitiv, incepind de la o zecimald oarecare spre dreapta, se
numegte aproximare prin lips3 (sau trunchiere) a numirului.

Aproximare prin adaos. Numdrul rational rezultat dintr-o aproximare prin lipsi, ciruia
i se miregte cu unu ultima cifrd se numegte aproximare prin adaos a numérului.

Pentru a obtine aproximadrile prin lipsd si adaos ale unui numadr negativ a, se determini aproximadrile prin
lipsd si prin adaos ale numdrului |al.

Fie acestea a; si respectiv a,. Deci @¢; < |a| < a,. Prin urmare a; < —a < a, (daci a < 0) sau
—ag < a < —ay, ceea ce aratd cd —a, este aproximarea prin lipsd a lui a, iar —a; devine aproximare prin
adaos a lui a.

Exemple. 1) Fie a = 10, 5249. Atunci:

— aproximarile prin lipsd ale lui @ sunt: 10; 10,5; 10,52; 10,524;

— aproximirile prin adaos ale lui @ sunt: 11; 10,6; 10,53; 10,525.

Sd observidm cid aceste aproximairi conduc la o ordonare a lor fatd de numérul considerat
10 < 10,5 < 10,52 < 10,524 < a < 10,525 < 10,53 < 10,6 < 11.

—~—

aproximdri prin lipsd aproximér?prin adaos

Observim ci aproximdrile (prin lipsd sau adaos) ale unui numir sunt mai apropiate de numérul aproxi-
mat, cu cit se considerd mai multe zecimale.
2) Fie a = —3,45613. In acest caz luim a = 3,45613.
Avem mai jos aproximiri pentru |a]

3<3,4<3,45<3,456 < |a| < 3,457 < 3,46 < 3,5 < 4,

aproximérﬁg prin lipsd aproximérift:prin adaos
iar de aici se obtin aproximdri pentru e (inmultind lantul de inegalitdti cu —1):
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—4< 3,5 < —3,46 < —3,457 < a < —3,456 < —3,45 < —3,4 < 3.

aproximéx};rin lipsa aprmdmé;ri‘;rin adaos
Fie acum cazul general al unui numdr real a = ap, a;as.. ..
Dac din descrierea sub formi de fractie zecimali infinitd a unui numér retinem n zecimale, atunci spunem
ci aproximarea (prin lipsd) este cu n zecimale exacte sau incé de ordin n. Deci a;, = ao,a103.. .4y, caz
in care aproximarea prin adaos de ordin n a numérului a este a,, = ay, +107".
Evident au loc inegalititile:
ap <0 <... <a,<...<0<...00, <...<0gy <Qq-
De obicei atunci cand facem aproximarea unui numir real a cu o valoare @ ne intereseazd eroarea pe care
o comitem. Mai precis cat de depirtat este @ de a.
Pentru precizia calculelor in care se face aceastd substitutie este necesar ca a sé fie cat mai aproape de a.

Definitie. Fie a € R si @ o aproximare a lui a. Se numeste eroare absolutd asociata
aproximirii @ numidrul Az =|e —al.

Cu cat eroarea absoluti a unei aproximiri @ este mai mic#, cu atit se spune ci aproximarea este mai
buna.
Exemplu. Daci a = V2 =1,4142.. ., jar @ = 1,414, atunci Az =a—a = 0,0002....

Legat de notiunile de aproximare prin lipséd gi prin adaos pentru un numdr este notiunea de rotunjire
de un anumit ordin n a acelui numir.

Daci prima cifra eliminaté este strict mai mici decit 5, atunci rotunjirea numarului este egald cu apro-
ximarea prin lipsd. Daci prima cifré eliminat3 este mai mare sau egald cu 5, atunci rotunjirea numérului
este egald cu aproximarea prin adaos.

Exemplu. Fie a = 3,65183. Numdrul 4 reprezintd o rotunjire a lui a la ordinul unitatilor. Numérul
3,7 reprezinti o rotunjire a lui a de ordinul zecimilor. Numirul 3,66 este o rotunjire a lui a la ordinul
sutimilor, iar 3,652 este o rotunjire a lui a la ordinul miimilor.

Ordonarea numerelor reale

Definitie. Egalitatea a dous numere reale. Fie a,b € R. Spunem c& numerele ¢, b sunt
egale i scriem a = b dacd au acelasi semn si se reprezintd prin aceeasi fractie zecimala.

Fie a,b € R, numere reale pozitive

a=aag...0p,0-10_93..., b= blbg...bm,b_lb_z...,
unde a;, i = 1,m, bj, j =1,m, a_1,a_3,...,b_1,b_3,... sunt cifrede la 0 la 9.
Spunem ci numirul a este strict mai mic decét b si scriem a < b daci:
a1ay...an < biby...by sau @1@3...an = biby...bny si existd n € N* pentru care
G_p < b_y, si a_p = b_, pentru orice k < n.

Orice numir real negativ este strict mai mic decit orice numadr real pozitiv.

Un numir real negativ a este strict mai mic decit un numir real negativ b daci |b| < |a].

Spunem ci a este mai mic sau egal cu b gi scriem a < b daci a < bsau a =b.
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Exemple. 1) 3,591 < 9,111 deoarece 3 < 9;

2[1[5],[3]6]8
2|1|5],[3]6]9

cifrele de pe aceleasi pozitii sunt egale pani la a treia zecimali.

2) 215,368 < 215,369 deoarece

Multimea numerelor reale se bucuri de o proprietate deosebit de importanta

Intre orice doud numere reale existd cel putin un numir rational §i cel putin un numdr irational.

Relatia < este o relatie de ordine pe R.
Reprezentarea geometrica a lui R

Fiecirui numir real pozitiv a ii corespunde pe axa de coordonate un punct A situat la dreapta lui O astfel

incat OA = a, iar fiecirui numir real negativ a’ ii corespunde un punct A’ situat la stanga lui O pentru
care OA' = |d/|.

3
a a i

X A 0 A x
Aceasts corespondent intre R gi punctele axei de coordonate este de tipul ,unu la unu®. Din acest motiv
axa de coordonate se numegte gi axa real4.
Existi modalititi de constructie cu rigla si compasul a unor puncte pe axa reald cdrora le corespund
anumite numere reale. Vom ilustra aici constructia punctului ciruia ii corespunde v/2.

Se construiegte pitratul de laturd [OU], OUAB, a cérui diagonali este

B 4 egald cu OA = VOUZ + UAZ = V2. Acum cu ajutorul compasului cu
: % varful in O si deschiderea OA se descrie arcul de cerc ce intersecteaza

“\If axa reald in punctul X pentru care OX = V2. Daci purtim acest

o Al’ > segment la dreapta lui X o datd, de doud ori, etc se obtin puncte care

corespund numerelor 2\/5, 3\/-2_, etc. Analog purté,nd segmentul [OX]
la stanga lui O, o dati, de doud ori, etc. se obtin puncte ce corespund numerelor —v/2, —2v/2, etc.

Pentru a reprezenta pe axi un numdr irational utilizim aproximdrile sale zecimale. Asa, de exemplu,

pentru a reprezenta pe v/2 pe axi utilizim faptul ci 1,4 < /2 < 1,5 gi deci lui i va corespunde un punct
pe axi situat intre punctele A(1,4) si B(1,5).

0 1 V2 2 Se stie ci daci A(za) §i B (zB), atunci distanta dintre
=3 > AJ'B n > A si B sau lungimea segmentului [AB] este egali cu
X

AB = |zg — Tl
Probleme rezolvate

1
1. Si se arate cdi Vz >0, z + = > 2. Cand are loc egalitatea?

R. Inmultim cu z > 0 inegalitatea si avem scrierea echivalents #2 — 2¢ +1 > 0 & (z — 1) > 0, adevirat.
Avem egalitate in inegalitate daci z —1=0& 2= 1.
2ab

2 yire 2 12
9. Si se arate ci — L > \/a' al > il > Vab > , Va,b > 0. Avem egalitate in
a+b )T R R b
inegalitati dacid a = b.
a2+bz)2
2

R. Pentru demonstrarea fiecirei inegalititi se ridici la patrat. Pentru prima avem ( G E

a?+b  a?4b% _ 1 ) e
= 2@ (@-b)?2 ident. tru celelalte inegalitati.
=g (@a+b)? =2 (a —b)* > 0, evident. Analog pentr
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2 2 2
3. S se arate ca aa 1 >4,VYa>1 sisd se deduci megalltatea 2 1+blJ T >8,Va,b> 1.

R. Inegalitatea este echivalentd cu a? > 4(a — 1) & (a —2)%2 > 0, ev1dent Avem egalitate daci a = 2.
Pentru a doua inegalitate se aplicd cea demonstrati pentru fiecare fractie si apoi se aduni. Egalitatea se
realizeaza dacd a = b 2.

b? b A " 2 2402 B2
4. Aritati ci ib > a;— , Va,b > 0si apoi demonstrati ci aaib b::-_z +iiz
Ya,b,c> 0.
R. Prima inegalitate se obtine din problema 2; avem egalitate dacd a = b. Pentru a doua inegalitate se
aplicd prima inegalitate pentru fiecare fractie si apoi se aduna.
5. Si se arate ci /z < %—, Vz > 0, cu egalitate in inegalitate dacd z = 1. Si se demonstreze
inegalitétile: '
1) avb—1+b/a—1<ab, Va,b>1; 2) Via—1++/4b—-1<2,Va,b> T a+b=1.
R. Inegalitatea este echivalentd cu (v/z — 1)2 > 0, adevdratd. Avem egalitate in inegalitate daci
Vr=lez=1
1) Conform inegalititii demonstrate avem: +/b—1 < b——;-‘_—l — g-, va—1 < — si deci membrul sting

b ab
se majoreazi cu % - % = ab. Avem egalitate daci a = b= 2.
1

2) Pentru z = 4a—1 avem vda —1 < TH = 2a. Analog v/4b—1 < 2b. Deci v/da — 1+/4b—1 <

§2(a+b)=2-1=2,cuegalitateininega.litateda.c5,4a—1=1=4b—1@a=b=%.

> a+b+c,

N R

Probleme propuse

il 1.)Dac¥ a,b > 0, atunci: 1) ya+vb< \/(a,+1)(b+1 : 2) va+vb < /2(a+b). -
(‘2/{) Daci a,b € [0,1] sau a,b € [1,00), atunci:

1)2@+06) <@+ )b+1); 2)va+vb<Vab+1.

(33 Daci a,b € R, avem Va? +b% > lal ‘*‘2| | Aritati ci:

1) Va2 + (1 —a)?+ /b>+ (1 — b)? +\/cz+(1—c)2>%

2) VI =a)2+(1+b)2+/(1=-0)2+(1+c)2++/(1-c)2+(1+a)?>3V2
@ Daci z,y > 0, atunci /22 + zy + 32 > —?(m +y) si deduceti ci daci z,y,z > 0, atunci:
\/:1:2+:1:y+y2+\/y2+yz+z2+\/22+z:z:+:z:2 > V3(z+y+2).

2
(5) Dacid z,y > 0, iar a,b € R, atunci a_ + -:;j- > (‘;-:-y) , cu egalitate dacd % = s Deduceti
: B b
inegalitatea i +——-+—— > M, unde z,y,2z > 0, a,b,c € R, cu egalitate dacid — Ly E.
T YT % T+y+z T Yy z
2 2
Demonstrati ci daci a,b,c > 0, atunci: s + b “+ < > G50 g
2 121 +c¢c c+a a+bd 2
: b b :
6) Aritati ci daci a,b > 0, atunci = _t 5 2 52 CU egalitate daci a = b si apoi demonstrati

¢ 22 2 22
Inegalitdtile: 1) —+;+;21,Vm,y,z>0,z+y+z=1;
adtd o ALt

oY +b2+c2 +c2+a2 > ab+ bc + ca, Ya,b,c > 0;
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1 1 kg 3
ik o =

B+o) | Bcta) T Gt 2 undela;bicii0nabe=d

b2c?

1
ad3(b+c) ab+ac

\7- 'Daci z,y,z > 0, atunci z +y + 2 < 1/3(z2 + y2 + 22) si deduceti ci daci a,b,c,d > 0, atunci

au loc inegalitatile:

WV E+@Z+Va2+ A+ + Va2 + 2+ d+ Va2 + b2+ c2 > V3(a+b+c+d).

2 ) o PR, S BT, FITT 2

2)\/a +db2+c+ﬁ +:+ +\/c +b +a+\/d2+: +b224\/§.

Indicatie. Se inmulteste fiecare inegalitate cu v/3.
an naﬂ—m N Tnbn—m

8. 1) Demonstrati inegalitatea = > — , n,m € N*, n >m, a,b> 0, pentru n = 2,

3)

Indicatie. §i se aplici 5.

m=1lsgin=3, m=1.

2) Demonstrati inegalitatea a™ +b" > a™kpk + akpn*k, 1<k <n,a,b>0, pentrun=2,k=1si
pentrun=3, k=1.

Operatii cu numere reale

Adunarea

Demersurile ficute mai sus de a aproxima un numir real printr-un numar rational scris sub forma unei
fractii zecimale finite ne vor permite s& definim suma a doud numere reale. Intr-un fel acest demers este
justificat deoarece @ este inclusd in R si in cazul particular al sumei a doud numere rationale, ar trebui

sd regisim suma lor aga cum a fost descrisa la adunarea numerelor rationale.
Pentru aceasta precizam cateva elemente.

Definitie. Se numeste suma inferioard a doud numere reale suma a doud aproximéri prin

lipsd a lor.
Se numegte sum# superioard a doud numere reale suma a doud aproximadri prin adaos a lor.

Exemplu. Fie a = 12,3(5), b = 1,4325. Pentru aceste numere avem aproximdrile:
12<12,3<12,35<12,356 < ... < a < 12,356 < 12,36 < 12,4 < 13
1<1,4<1,43<1,432<...<b<1,433<1,44<1,56<2.

Atunci sumele: 1241; 12+1,4;...;12,3+1; 12,3+ 1,4;... sunt sume inferioare pentru a + b.
Sumele 13 +2; 13+ 1,5; 12,4+ 1,5;... sunt sume superioare pentru a -+ b.

Orice sumi inferioard a doud numere este mai mici decit suma numerelor, iar orice suméi superioard a
doud numere este mai mare decat suma numerelor.

Se demonstreazd ci existi un unic numir real, mai mare decat orice sumé inferioard gi mai mic decat
orice suma superioard a doud numere reale.

Acum putem formula urmétoarea

Definitie. Se numeste suma a doud numere reale ¢, b unicul numir real, notat a + b, mai mare
sau egal decat orice sumi inferioard a numerelor §i mai mic decit orice sumd superioard a numerelor.

Exemplu. Pentru a defini suma numerelor a = V2, b= /3, utilizim aproximirile lor. Avem:

1< vV2<?2 1</3<2
1,4<V2<1,5 1,7<vV3<1,8
1,41 < V2 < 1,42 1,73 <3< 1,74

...............................................................



Prin definitie suma numerelor reale @ = v/2, b = v/3 este unicul numir real, notat v/2 + /3, caracterizat
de inegalititile cu sumele inferioare i respectiv superioare ale celor doud numere reale

2<V2+/3<4
3,1<v2+V3<3,3
3,14 <V/2+V3<3,16

........................................

Verificati ci definitia sumei coincide cu adunarea obignuitd a fractiilor zecimale finite.
Observatie. Suma dintre numirul real a si numarul real (—b), a + (—b) o notdm prin a — b si defineste

diferenta numerelor a, b.

Inmultirea

Vom defini acum produsul a doud numere reale pozitive utilizind aproximérile prin lipsi si prin adaos ale
acestor numere. Avem urmaétoarea:

Definitie. Se numeste produs inferior a dou# numere reale pozitive, produsul a doud
aproximéri prin lipsd ale numerelor.

Se numeste produs superior a dou# numere reale pozitive, produsul a doud aproximari
prin adaos ale numerelor.

Exemplu. Fie a = v/2, b= v/3. Produsele: 1-1; 1.1,7; 1,4-1,7; 1,41-1,73;... sunt produse inferioare,
iar produsele: 2-2; 2-1,8; 1,5-1,8;... sunt produse superioare pentru numerele a, b.

Orice produs inferior a doud numere reale pozitive este mai mic decat produsul celor doud numere, iar
orice produs superior a doud numere reale pozitive este mai mare decat produsul celor doud numere.

Se arat# ci existd un unic numar real mai mare decat orice produs inferior i mai mic decat orice produs
superior a doud numere reale pozitive.

Aceastd ultimi remarci permite si formulim urmétoarea

Definitie. Se numeste produsul a dou# numere reale pozitive a, b, unicul numér real
mai mare sau egal decat orice produs inferior al celor doud numere si mai mic decét orice
produs superior al numerelor.

Daci a,b € R, atunci pentru efectuarea produsului dintre numerele a, b, notat a - b,
determinim produsul valorilor absolute |a] [b], iar rezultatul va fi cu semnul plus dacd a, b au
acelasi semn, sau semnul minus daci a, b au semne contrare.

Daci unul din numere este egal cu zero, atunci produsul lor este zero.

F S 1 2 1 : X
Observatie. Dacd a # 0, atunci numérul real g proprietatea a - o 1, se numegte inversul lui a.

1
Daci a,b € R, b # 0, atunci produsul a - 3 notat % reprezintd catul dintre numerele reale a, b. A nu se
a

m J
confunda numarul rational = m,n € Z, n # 0, cu impirtirea a doud numere reale = In general aceastd

ultimi fractie nu reprezintd un numér ragional.

Proprietate. Adunarea §i inmultirea numerelor reale se bucurd de aceleasi proprietati pe care
aceste operatii le au pe Q.

Riman valabile proprietitile de compatibilitate ale operatiilor de adunare si inmultire de pe Q cu relatia
de ordine < (monotonia adundrii §i Inmultirii) si pe R.
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Formule de calcul prescurtat

Reamintim principalele formule de calcul prescurtat intalnite in anul precedent, care faciliteaza calculul
algebric. Acestea sunt (a,b € R):
1) (a + b)% = a® + 2ab + b?, (a — b)® = a® — 2ab + b* (binomul la pitrat);
2) a2 — b% = (a + b)(a — b) (diferenta de pétrate);
3) a3 + b® = (a + b)(a® — ab + b?) (suma cuburilor);
a3 — b3 = (a — b)(a® + ab + b?) (diferenta cuburilor).

Exercitiu propus. S4 se arate ci (a,b,¢c € R):
1) (a+ b+ c)? = a® + b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca;

1
2) a®+b?+c*+ab+bc+ca= 5 [(@a+b)*+ (b+c)?+ (c+a)%];

a?+b2+c?—ab—bc—ca= -12- [(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2];
3) (a+b+c)® — (a3 +b* + %) =3(a+b)(b+c)(c+a);

1
4) a3+b3+c3—3abe = (a+b+c) (a +b* + 2 —ab—bc— ca) = §(a+b+c) [(@—b)2+(b—c)+ (c— a)?].
Deduceti de aici ci a® +b*+¢® =3abc & (a+b+c=0saua=b=c).
5) (a2 + b?)(z? + ¥?) = (az + by)? + (ay — bx)? si apoi s se deducd inegalitatea (az + by)? <
< (@ + b?)(z% + ¥?), a,b,z,y € R, cu egalitate daci 3¢ € R astfel incat r = at, y = bt.
Aritati ci daci z,y € R cu 22 +y? = 1, atunci |z +y| < V2.
6) (az + by +cz)? + (ay — bz)? + (az — cz)? + (bz — cy)? = (a® + b +c?)(a? +y%+2%),a,b,c,7,9,z €ER, si
apoi deduceti inegalitatea (az + by +cz)? < (a? + b2 + ¢?)(a? + y* + 2%), cu egalitate daci existd
t € R astfel incat z = at, y = bt, z = ct.
Aritati ci dacd 7,y,z € R, 22 +y?+ 2% =1, atunci [zt +y + 2| < V3.

Probleme rezolvate

1. Determinati numerele intre care sunt cuprinse suma, diferenta, produsul si catul nu-
merelor a, bdaci 2<a<3,4<b<5.

R. Avem 2+4 <a+b < 3+5, adici 6 < a+ b < 8. Pentru a — b observim cd din 4 <b <5 rezultd
—5<—n<—4sideci2—5<a—-b<3-4,adici -3<a—-b< -1

Pentru a stabili cele dous duble inegalitéti am aplicat monotonia adundrii.

Utilizim monotonia inmultirii si avem: 2-4 < ab< 35, adicd 8 < ab < 15.

Catul 2 11 reducem la produsul a - b Pentru aceasta din 4 < b < 5, avem: % < El)- < % Acum rezultd
uor?- ’9—<§
5 b &

2 : : 1 (a]s Y SR
9. Dach z,y € R, z+y =3, zy = 5, atunci calculati: z*+3?, 493, i+, ;+§, :—v_2—+§5
R. Avem: 22+ 12 = (z+9)2—2zy=9-10= -1, 2 +3° = (v +y)(a® — 2y +3?) = 3(-1-5) = -18;

Pl G Sy g AR T A S 1

4 4 _ (2 2)2 _ 22=1—2-2 =—49: — 4 - = = —: — = —_— = ——,
zt + ¢t = (% + 9%)° — 2z°y 5 49; a:+y =y Bl gaitig P %5

' 1
3. Si se arate cd Eli < k=1 = kil —]lc, k € N, k > 2 si apoi si se demonstreze ci
ST 1 1 1 P . 1 1
et —=t...+—=<1.Din —=s<-|-—7— i —_— <,
BRr a8 ) Yo 20098 il ig 31 (2k+1)2<4(k k+1) ded”‘“"‘-“g(zkﬂ)2 1

1 1 1 1
.2 R 2 : 61— = - icitki=2,. %
R. Avem k? > k(k—1), k € N, k > 2 5i de aici k2<k(k—1) e Punand aici k = 2,...,2009
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