1, dacd v(p) =v(q) =1

Conjunctia v(pAq) = 0. "
ropozitiilor p si g s A
PROPORRIR 8L ANB={z|z€ A A z€ B} B
0, dacid v(p) =v(q) =0
Disjunctia v(pVq) = i () = v(a) »
propozitiilor p sau g Ly Tk pVaq

AUB={z|z€ AV z € B}

1, daci = =0 1
Echivalenta v(pe—=q)=< "’ it v(p) v(a) o perq

propozitiilor p, q 0, in rest

A=B& (ACB A BC A}
Formulele lui pVqa=5ATG;Cx(AUB)=CxANnCxB
De Morgan pAq=pVT;Cx(AnB)=CxAUCxB
Principiul includerii A, B finite
si excluderii n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

Probleme propuse

1. Multimea numerelor reale

1. Numirul natural a,a,_;---aiag se divide prin 5 daci gi numai dacid ag =0 sau ag = 5.

2. Numdirul natural a,a,_;---ajag se divide prin 4 dacd si numai daci ajag se divide prin 4.
3. Numirul natural apa,_;---a1a9 se divide prin 8 daci si numai dacid asajag se divide
prin 8.

4. Si se arate ci daci n € N, atunci n(n? +5) se divide prin 6.

5. Si se arate ci n®+ (n+1)% + (n + 2)? se divide prin 3. ‘

6. S se arate ci dacd n,m € N, atunci nm(n —m) este par.

7. Aritati ci dacid n € N, atunci Bl lé(n ) este natural.

8. Care este exponentul cu care apare 2 in produsul 1-2-3-... -lOO ?

9. Care este exponentul cu care apare 5 in produsul 1-2-3-...-2000 ?

10. Daci a € N, atunci aridtati cid E(a) = a + 6a® + 11a® + 6a se divide prin 24.

11. S84 ge arate ci daci a este par, atunci % ;5 a; +§ este numadr intreg.

*

3 5
12. g3 se determine m,n € Z pentru care i sunt fractii echivalente.
(]
Scrieti numerele —3 si 5 prin fractii echwalente

13. Si se scrie sub formi de fractie zecimals infinitd numerele:
10 1 1 1 31 10
1) 5 2) =5 3) 5 d) =l 8) g )

- 14. Gcrieti numirul rational z = 0, (8) sub formai de fractie ordlnaré observand ci 10z = 8+z.
Aceeasi problemi pentru numerele: 0,(25); 0,(37); 0, (412).
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15. Pentru fractiile zecimale de mai jos, determinati numadrul rational pe care-l reprezinti:
1) 0,12; 2) 3,11; 3) —2,5; 4)-0,9; 5)0,(1); 6) 0,(12);
7) —3,(13); 8) 0,1(23);  9) 3,12(21); 10) —0,3(41); 11) —5,23(31).
Pentru fractia zecimali 0, (12345) = 0,a;1az ... determinati asgge §i apoi calculati suma
S=a;+as+...+ ao9-
16. Aritati ci urmitoarele numere nu sunt rationale:
1) V3 2)v5  3) VT 4)1+V2;  5) V2+ 3.
1) Si se arate cid nu existd numere rationale a € Q pentru care:
a)a’=2 b)a®=3; «¢c)a®=T.
@ Si se arate ci urmiitoarele fractii sunt reductibile:
n? +n+6 b) n2+n—4_ & n—n+3
nZ—n+4’ —n+2’ nd—n+6
(WSE se arate ca urm%itoarele fractii sunt ireductibile:

2n+3 3n+2 3n+5
SBv e AT e
Ve o b, PBleEe e ) e B e

18. Ordonati perechile de numere rationale (a;b) in cazurile:

1) (; Z) 2) (163 175) 3) (26 g, 667) 4) (0, (23);0,2(3));

5) (—3,275(6); —3,27(57)); 6) (=9,(3); —9,334).

19 Si se determine partea intreagid si partea fractionarda a numerelor:
31 105 316 233

1) 2) =35 3) 5y 4) —0.367; 5)-3,2(16); 6) — =5 T) — o~
20. Calculagi [z] + [y] si [z + y] si comparati aceste numere in cazurile:
1) z=6,y=11; 2)z=-10,y=-36; 3)z=3,3, y=2,6; 4) £=19,6, y=4,8;
5) z=-3,4, y=-2,T; 6)z=3,(4),"y=26,(8); “T)=m= %, y = -5, (23).
91. Calculati {z} + {y} si {z + y} si comparati aceste numere in cazurile:
1) 2=3;=~9; *2ax=24 y=23:3;. 8)z=4.6, y=19 5 4) z = g, y=-=3,17;

5)m=2,(3),y=%; 6) z = -3,2(1), y=§; 7) z=23,(7), y=2,(3).

11 25 3 12 9 1 9 2

s 122 : [l o - : B

99. Calculati: 1) 3 [ 9 ( 33 477)] = 2) {[(616 22 14) 0, 53] 20 75} : 63
23. 1) Daci \Ja € Q, atuncie € Q; 2) Daci a,b € Q, atunci . €Q;  3) Aritati ci intre

doud numere rai_;lonale (irationale) existd o infinitate de numere rationale (irationale);
4) Determinati dou# numere rationale intre v2 si V/3; 5) Determinati doui numere
irationale intre -1- si

5 815 6) Daci a,b,/a+ Vb € Q, atunci si va, Vb € Q; 7) Determinati
numerele intregi z pentru care vz’ +z+1 € Q; 8) Si se determine cel mai mic numdér

2
natural n pentru care existd m numar natural astfel incat E F L B . (Se poate utiliza
n
afirmatia: daci a,b,c,d € N* gi 5 2, atunci % < Z:: )

24. Pozitionati pe axa de cgzordonate numerele i
1) 3,1; 2)-2,5; 3) —33 4) 5) 1 6) —35.

o5. a) Aritati ci dacd a,b€ Q sia+ b\/_ =0, atunci a=b=0.
b) Determinati m,n € Q cu proprietatea (2m +n — 1) + (3m — 2n)V/3 = 0.
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c) Si se determine numerele intregi a, b daci 1+ /3 verifici ecuatia az?+ bz + 12 =0.

1 1,000 130
2 : Ty # ¢ i
26. Si se arate ci: 1) (dk —3)(4k +1) ~ 4 (4k—3 4k+1>’1 Sl
1 1 1 n *
T Al T

+1)? 2 1 :
27. S4 se arate cd [(nT) ] - [(g) ] = [n_;—_}, unde n € N*, iar [a] reprezintd partea

intreagd a numarului a.

*

28. Determinati aproximirile zecimale prin lipsd si adaos cu 2, 3, 4 zecimale pentru nu-
merele: 1) V11; 2) V15; 3) v23; 4) —v/26; 5) —V37.
29. Determinati primele trei cifre dupd virguld pentru z + y si zy in cazurile:

1) 2=1,3125---, y = 3,4256---; 2) z=-2,3142, y=0,2134---;

3) z= 12—1, y=v2; 4)z=1,(23),y=+3; 5)z=—5,y=-3,1231..-.
30. Determinati cinci sume inferioare si cinci sume superioare pentru numerele =, y in
cazurile: 1) z =1,23(31), y = g; 2) z=+/3, y=-1,(23);

3) t=-6,3145--- , y=—T7,4275---; 4) z=8,2(34), y = g—sl)
31. Determinati cinci produse inferioare gi cinci produse superioare pentru numﬁ(;arele z,y in

12

11
ile: =3,(23), y = 2,1(41); e = A N(9)s S PAREM.
cazurile:sl) w=8,(28)y=2, 141 e u=li@ingdn=s s s

32. Determinati un numdr rational cuprins intre perechile de numere reale:

1) (0,315;0,317); 2) (V2;v3); 3) (0,1(3);0,135); 4) (-3,3;-3,28); 5) (-2,(17); -2,15).
33. Poate fi suma a + b un numir rational daci:

1) unul din termeni este rational, iar celilalt este irational;

2) ambii termeni sunt irationali ?
34. Poate fi produsul ab, un numair rational dacd: 1) unul din factori este rational, iar
celdlalt irational;  2) ambii factori sunt irationali ?
35. Numdrul e =2,7182--- este irational. Ce se poate spune despre /e ?
36. Care din numerele de mai jos sunt irationale si care rationale:

D VI+VS 2)VE-2VI%  3) 3+0,3(5) 4) VIE-2,(31);  5) —VIB+3V3;

6) VIE—3,43)+2.  7) JamTD,neNy 8) ValFZneN, nxy
9) vVi2+1,neN; 10) vaZ+3,neN.

37. Demonstrati inegalititile: 1) (1,2+/5)19° > 3190,  2) /7T4+/15<T;
3) V24+VII< V3+3; 4) V21—vV5>V20—-v6;  5) (V7+V2)° > 4°.

38. Si se determine partea intreagi si partea fractionari a numerelor:
3
1) —23 2) V2+v3; 3) m+0,(4).

39. a) Determinati numerele intre care sunt cuprinse suma, diferenta, produsul si catul

numerelor a, bdacd: 1) 1,1<a<21, -3<b<-2,5; 2)1<a<?2 —-5<b<—4.
b) Daci z,y € R, z+y =T, zy =5, atunci calculati: z2 + 32, z3 + ¢°, 2% + 4, : + —1-, iz + l?
T y z2 gy
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40. Sd se arate cd in reprezentarea zecimald a unui numir irational existi cel putin o cifri
care se repetd de o infinitate de ori.

y—2

. R -
41. Aratati cd dacd: 1) 2,y < 1, atunci Fow— <1; 2) 2,y > -2, atunci 3xy+6(z+y)+10 > —2

3) z,y € (1,3), atunci zy—2(z+y)+6 € (1,3); 4) =,y € [5,7], atunci ay—6(z+y)+42 € [5,7);
5) 2,y € {a—bv/10| a,b € Q, a® — 100*> = 1} = 4, atunci zy € A.

42. Sa se arate ci:
god 50 AT 1 1 1 5

Daet) " erDe+2) 1 @126 9 T 6 e D T erd@rs - a(a+5)
a€ R - {?1—'17_2, _3: _41_5};

s 1
\2) (a—b)(a—c) * T — +(c—-a)(c—b) =0, a#ba#c b#c

a—-b b—c c—a (a—b)(b—c)(c—a)_'
Rt T hic T ora T @l roeta) AT ThiE s e

3 WvVz2 — 1 a—b, daci a>b 1 5 \/3
b —_— ——— — — p— — .
2) £(a,b) T—Vzi-1 { g(b—a), dacd a < b e o 2 \/;-*- al’ o=

5) /(1+a)(1+b)(1+c) € Q, unde a,b,c € Q, ab+ bc + ca = 1.

X 1
6) Dacd 3zy + ek +y, atunci z sau y este egal cu 3"

43. Reprezentati pe axa numerelor reale multimile:
1) {zeR|[z|=1}; 2) {zeR[[z|<1}; 3) {zeR||z|>1};
4) {reR|1<|z|<2}; 5) {zeR|1<|z|<2); 6) {zeR|1< |z| <2}
44. Determinati valorile reale z pentru care (pe rand):
a)1) le+3|=1 -2)|e|l-w=3; 8)|la|~-1=2 4)|[z|+1=2 5) ||+ =1;
ey L
6)lz+1=|z-2; .7)|z|-|z+1=1; 8) 'z—;l=|x—1|.
b)1) 2| <L; 2) Br-2<4 B)|e-3>3 @) l6z+4>8 (5)1<a| <2
6) 1< lz—1<2 @)|z|>z+1; (8) /(z—2)2>71; 9) |z—1|+|z+3]> 2 10) |z% —z| < 2.
¢) min(l —z,2z) =3+z, max(2z +3,x— 1) =2 —=z.

45. 'a) Utilizand valoarea absolut, rescrieti inegalititile:
1)) -3<2<3 2)z<—2sauz>2 (8)2<z<6;
4)12<z<20; 5)0<z<10; 6)z<-3sauz>5.

b) 1) Si se arate ci daci z,y € R, |z| < 1, |y| < 1, atunci |2 | <
- 1+ay
1 1
2) Si se arate ci |22 — — | > 2|z — =, Vz € R~
z2 T

¢) Dac# z,y > 0, atunci |z — y| < max(z, 7).

2 Daci a,b,c € {1,2,3}, atunci ||la — b| — ¢| < 3. ((max (max(a, b), ¢)) = max(a, b, c)).

‘[ﬁ) Rezolvati ecuatiile: 1) [3z] =5; 2) [4z]=-2; 3) [3+ 2z]=5; 4) [-3+5z]=T.

47. Si se arate cd dacd z,y € R si [z] = [y], atunci |z — y| < 1. Reciproca este adevirati?
48. Si se arate ci {z} = {y} v -y € Z;z,y € R.

49. Si se arate ci daci: 1) z,y > 0, atunci [zy] > [z] [v]; 2) z,y <0, atunci [zy] < [z] [y)-

50. Si se arate ci: 1) 2(vVn+1—/n) < % <2(y/n—+yn-1), n € N%
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] 1
2) [l+ﬁ+7§+m+_”_10000] =199
51.S# se arate ci: 1) [(Vr+vn+1))=4n+1, neN*, n>3;
2) [(vVa+1+Vn+10)%] =4n+ 18, n € N
3) W+ VE R+ VI 4+ [ D) = 22D e,

52. S se rezolve: a) ecuatiile:

r—1 T+ 3 z+4 2z —1 2z 4+ 3 z—4
) SRl T s B e

2
]+ {y} =3,2 2){2z+{y}=3,5. 3 {$}+2{2'/}=§

b) mstemele: 1} { o] + {z} =4,3. ° {z}+y=1 ° 3{y} —2{z} = %

53. Aritati cid daca: 1) z > 0, atuncix+§22; 2) z<0, atunciz+%§—2.
54. S se arate ci daci z,y > 0, atunci:
54 <1 x4y T Y
1 - =)>4; 2 :
) GG+ 224 DT < T
3) P+ >aly+xy’; 4)zvy—1+yv/z-1<ay, z,y>1

55. Si se arate ci dac#: 1) =,y > 0, zy = 1, atunci (z+1)(y +1) > 4;
: 1
2) z+y =1, atunci 22+ y? > o g4yt > 3
56. 1) Si se arate ci are loc egalitatea z’+y’+22—zy—yz—z2z = %[(z —y)%+ (y—2)*+ (2 — 1)),

Vz,y,z € R si deduceti inegalitatea z° + y2 + 2% > zy + yz + z=.
2) Si se arate ci avem egalitatea z°+ 3 + 2% — 3zyz = (z + y + 2)(2® + y* + 2% — zy — yz — 23),
Vz,y,z € R si si se deduci inegalitatea z® + 3 + 2z > 3zyz daci =,y,z > 0.
3) Si se arate ci (z+y+2)° — (23 + 33 +2%) = 3(z+y)(y+2)(z + z) si apoi rezolvati in Z sistemul
z+y+z=3
P+ +23=3.
57. Aritati ci dacd z,y,z > 0, atunci au loc inegalititile:

3 1 1 1
1) < + + ;5 2)z+y+z> /TY+ Yz + /215

z+y+z z+y y+z z+z’
3) (22 + 92z + (12 + 22z + (22 + 22y > bayz.
58. a) Aritatici |a—b|=|a|—|b| & (a—Db)b>0si |a—b]>|a|—|b] & (a —b)b<0.
b) Utilizand a) aritati cd multimea de solutii a inecuatiei
|22 — z| < |2 — x| + |z% — 2| este § = (=2, V2) U (2,00).

el 1 : L 3n—2 "
59‘,Flean=ﬁ+§f+---+ﬁ,n€N*.Arétatlcﬁ %mﬁm,REN-

60*. Fie m,n € N* si numerele reale 0<a; <a<..<a, <1§0<b; <bp < ... <bp <1 astfel
calz+a]+[z+ag+..+[z+an] =[z+b]+[z+ba]+ ...+ [z+bn], (V)T € R. 54 se arate ca
m=ngia=0bi=1n.

2. Elemente de calculul propozitiilor

[

. Si se stabileasci valoarea de adevir a propozitiilor:

1) /(V3-22€(0,1); 2)V3eQ; 3) (1+v2)’+(1-v2)?€N.
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9. Si se stabileascd valorile de adevir ale propozitiilor urmitoare si si se scrie negatiile lor:
1) p: n2>3% 2)g:5328% . 8)irigul-5423 £11%
3. Fie predicatul p(z) : »22 — 3z > 1, = € R% Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:
DD 222 D005 9p(3) 590
4. Precizati valorile lui z pentru care sunt adevirate propozitiile:
1) p(z) : ,,2:1:2 +z—-1=0, z € Z% 2) q(z) : ”2;_:-23
3) r(z): nlz+2|=2-2, z€Z"
5. Si se stabileascd valoarea de adevir a urméitoarelor propozitii:
1) VZ€R, 224+3>1% 2),3z€N,3z+1=9% 3),VzeR, 5z—1>3%
4) YT ER, 2*+5#94 5) 43Tz €Z,22+1#-3% 6),Iz€N, z2—-3z+2=0%
7) YT ER, 22 -224+3> 04 8),Iz€Z, z?-3=0%
6. Si se scrie negatiile urmdatoarelor propozitii si si se determine valorile lor de adeviir:
1) WTER, 3z+1>04 2) ,dz€Z, e €Z% 3),VeR, z2+1>0

7. Se considerd predicatele: pj(z) : ,z+1>0, z € R pa(z) : ,z—2<0, z € R% Si se
determine valorile lui =z pentru care: 1) pi(z) este adevirat; 2) po(z) este adevirat;

3) pi(z) V po(z) este adevirat; 4) pi(z) A pa(z) este adevirat.
8. Se considerd predicatele p;(z): ,z+2=0, z € Z% pa(z): ,,2> —4 =0, z € Z“. Si se arate ci
pi(z) = pa(z). Aridtati cd nu are loc implicatia inversd ps(z) = pi(z).

9. Se consideri propozitiile:
p1: »ABC triunghi dreptunghic in A"; p,: ,,BC? = AB? + AC?%
M35 wAD = §2—C—, D este mijlocul segmentului [BCJ“.
Stabiliti care din urmadtoarele implicatii este adevirati:
1) pr=p2; 2)p2=ps; 3)psep; 4) pLepa.
10. Fie predicatul p(z,y): ,2z+y =1, 7,y € R
S4 se stabileascd valoarea de adevir pentru propozitiile (z,y € R):
1) Vz)(Jy) 2z4+y=1; 2) 3z)(Vy)2z+y=1; 3)(Vz)(Vy)2z+y=1; 4)(3z)3Fy)2z+y=1.
11. Fie predicatele p(z,y) : wz+y=1, z,y € Z*, q(z,y) : wz—y=1, z,y € Z*“. Si se stabileasci
valoarea de adevir a propozitiilor:
1) Gz)@y)p(z,y) Aa(z,y);  2) Ba)(Yy)p(z,y) Ag(z,y);  3) (Yz)(Vy)p(z,y) A a(z, ).

3. Multimi finite, infinite. Principii de numirare

L. Fie multimile A = {1,3,5,7}, B = {-2,3,—4,5,9}. Si se determine multimile AUB, AN B,
A - B. Pentru E = AU B, determinati CpA, CgB.

o . _ 4n "
Aritati ci mGNIx—n+2,n€N} {0,2,3}.

3. Ardiati cd, dacd A, B, C sunt multimi finite, atunci AU B U C este finiti si mai mult,
n(AUBUC) =n(A) +n(B)+n(C) —n(ANB) —n(ANC) —n(BNC)+n(ANBNC).

4. Din 60 de persoane intervievate, s-a stabilit ci: 25 citesc Evenimentul zilei, 26 citesc Ade-
varul, 26 citesc Romdnia liberd, 9 citesc Evenimentul zilei si Romdnia liberd, 11 citesc Evenimentul
zilei 31 Adevdrul, 8 citesc Adevdrul si Romdnia liberd iar 3 citesc toate cele trei ziare.

a) Determinati numirul de persoane care citesc cel putin un ziar; b) Umpleti corect cele
8 regiuni de pe diagrama Venn, corespunzitoare celor trei multimi E, A si R, desemnand
cititorii pentru Evenimentul zilei, Adevirul si respectiv Romdnia liberd; ¢) Determinati numirul
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de persoane care citesc exact un ziar.

5. Si se afle cate numere naturale < n, n € N* se divid la 2 sau 3 sau 5. Caz particular,
n = 50.

6. Daci A, B sunt multimi finite, cu proprietatea n(A U B) = n(A N B), atunci n(A) = n(B).
7. Intr-un container se afli perechi de sosete in culorile rosu, alb gi maro. Si se determine
numirul minim de §oseté necesar pentru a fi siguri cd am extras dous perechi (patru gosete)
de aceeasi culoare. :

8. Si se determine numirul minim de elevi pentru a ne asigura ci cinci dintre ei apartin
aceleiasi clase (IX A, IX B, IX C, IX D, IX E).

9. Cinci fete si douizeci si unu de biieti sunt dispusi in linie dreaptid amestecati. a) Aritagi
ci existd o submultime formati din patru sau mai multi béieti care sa fie consecutivi in gir.
b) Dacid grupul incepe cu o fatd, aritati ci existd o secventd de sir formatad din cinci sau
mai mul{i baieti. :

10. Cu cifrele 2, 3, 4, 5, 6 se formeazi numere de trei cifre in care cifrele nu se pot repeta.
a) Cate astfel de numere se pot forma in total? b) Cate numere sunt mai mici ca 4007 break
c) Cate numere sunt pare?

11. In cate moduri se pot aranja cinci persoane la o masi in linie pe cinci scaune? Dar la o
masi circulari?

12. Si se determine minorantii, majorantii, min(A), max(A) (daci existd), pentru mul{imile:

1) [-1,2U[3,5];  2) (-0, 1)U[3,6]; 3) [-2,3]U[4,00);  4) {-5}U[3,4]u{6}; 5) {1 = % n € N*};

6) {meRm?2-4<0}; 7) {3_n+_]: n e N*}; 8) {1+ (-1)*|n e N*}; 9) {V/n+1— /n|n € N*}.

4n 43

4. Metoda reducerii la absurd

1. Aratati ci numerele: 1) v/3; 2) 1+ v/2; 3) V2 + /3 nu sunt rationale.

2. Aritati ci nu existd numere rationale a € Q, pentru care: 1) a? =5; 2) a®>=17.

3. a) Aritati ci, dacd a,b € Qsia+ byv/3 = 0, atunci a = b= 0.

b) Determinati m,n € Q, cu proprietatea (2m+n — 1) + (3m — 2n)v/3 = 0.

c) Si se determine numerele intregi a,b, daci 1+ /3 verifici ecuatia az?+ bz +12=0.

4. Poate fi suma a + b un numéir rational, daci:

a) Unul din termeni este rational, iar celdlalt este irational?

b) Ambii termeni sunt irationali?

Aceleasi cerinte pentru produsul a doi factori.

5. Daci o dreaptd intersecteazd una din doud drepte paralele in plan, atunci ea o inter-
secteazi gi pe cealalta.

6. Dacd intr-un patrulater suma masurilor a doui unghiuri opuse este egalid cu 180°, atunci
patrulaterului i se poate circumscrie un cerc. .
7. Daci pe un segment de lungime 1 sunt agezate citeva segmente avind suma lungimilor
mai mare decat 1, atunci cel putin doui dintre segmente au un punct comun.

8. Daci pe cercul de razd 1 sunt agezate citeva arce avind suma lungimilor mai mare decéat
2w, atunci cel putin doud dintre ele au un punct comun.

9. Daci in interiorul unei figuri de arie 1 sunt agezate cateva figuri avind suma ariilor mai
mare decit 1, atunci cel pu{in doud au un punct comun.
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10*. Dacd z;,y; >m0’ i =1, I,n, n = 2sizi+a2+...+2Tp 2 T1y1 + Tayz + ... + THy,, atunci

BT b on Ly S s i,
L T Yn

11". Fie a,b,c,d € R. 54 se arate cd cel mai mic dintre numerele a—b% b—¢? ¢ —d2, d— a?

1
nu poate fi mai mare decéat G

5. Inductia matematica

1. Si se demonstreze prin metoda inductiei matematice egalititile:
1)1-242:3+3-4+..+n(n+1) = ”(”“g("”), € N¥;

9)1:2:3+2-3-4+..+n(n+1)(n+2)= ”(”“)(":2)("”)

3)1:44+2-7+3-10+...+n(8n+1) =n(n+1)% n € N*;

41424304 ot MO DER +;())(3"2 T3l ey

5) (1+2)(1+22)1+2%)...(1 +22") =22""" — 1, ne N

J (1_%) (l_%)"'<1— (ni1)2) " 2(7;121), n € N*

7) 1 1+1—1+ + N S + : + .. -n~1 n € N*;
2 £ """ %91 Bn T RET" nE2 on’
1

1) A BRETE SR - =—"  neNy
1-3 " 3-5 57 7 (2n-1)(2n+1) 2n+1’ !

n € N*;

—

1) e - =
1-4 4-7 (3n—=2)(3n+1) 3n+1

, n € N*; » n € N%

19) Z @k = 3)(4k I Yy T

n(n+ 1) i {9 *
u)zm (2A+1) 2(2n+1)’”€N’ 12)2 = 6)(7“1) t—g=1neN"

2. S4 se calculeze sumele de mai jos si apoi si se demonstreze rezultatul obtinut prin metoda

mduci_;lel matematice:
1

)Zk(k+1)(k+2) )Z(zk (2k+1)(2k+3)
4)Zk!(k2+k+1), 5)Z(k+1)" S)Zk(k+ =)k + 1).

k=1
3. Si se demonstreze prin metoda mduci_;lel matematlce relatiile:
T

-1
1) 1+:1:+:z:2+...+a:""1=2;_1,:1:9£1,neN,n22;

3)Zk k!, unde k! =1-2-3-...-k, k € N*;

- ]
2) a) g™ + "2 4z :z:"'2+z_>n+1 z >0, n € N*, n par;
L 1 JeL au
b) a" +a" 242" 4.ttt St gt =5+ — >0+ 1, neN, n impar.
T

) 3 'n+1 1
3)—+ 7+ +- +1= (n+ )x+n

z#0,z#1, ne N

z(z — 1)2
{ B 1 2n 2n+2
4):L‘+2:1:3+3:1:5+...+(n—1):1:2"—3+n:z:2""1=$[ (n-(i-l_)xg;‘l):-nx ], z # £1, n € N*%;
2 4 gn-1 o
5 T T T T - 1 T-z
)1-:z:2+1—:1:4+1—:1:8+"'+1—:t:2" -z 1- s 8 &l
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4. S3 se demonstreze inegalititile:
1 1 1 3.5 2n—1 1

1)
-+ =+ ... < N, n>2; 2) —-—-=. < N*;
Y hgdg ratm_gmmnel ) 315 % EREl
1 1 1 _ 13 . 1 1 1
P Y Bt 1 L0 B L S > 9. 4)riTen i a BT ) *,
3)n+1+ +2+ a2 yMEN*n>2; )n+1+ +2+ +3n+1>1,neN,
B b et <2""1 neN,n>3;
1-2 %-2-31 T 1a2s n ? ’
6 <l+—=+—4=+..+— <2 neN* n>2;
R S S i s
14—+ +t—=>2vn+1-1,9,n€eN*; 8)'l+—-—+..4+ — < 3¥n, n € N*,
Lt B L gl © ittt <Ny
9) |a; + a2 + ... + an| < |ai| + |az| + ... + |an|, 7 € N¥, a; € R;
10) 1) Dac# a; € (0,1), i = 1,2,..., atunci (1 —a1)(1—a3)...(1—a,)>21—a;—az—...—ay,,
neN, n>2;

2) Daci a; > 0, az >0, ..., atunci (1+a;)(1+ag)...(1+a,) > 1+0.1+a2+ Aap, neEN, n>2

11) Dac¥ a;,b; > 0, atunci (Za,) (Zb) (Z(a,+b)) (Z TF ) n € N%

i=1 i=1

12) Daci z; > 0 si il +zo+ ...+ 1z, < %, atunci (1 —z;)(1 — z2)...(1 — z,) > %, n € N*.

2+1 3B +1 n+1 28—-1 33-1 nd—1 :

13) Dacid a, = BT y bp = R IR n > 2, atunci:
1) Gbn <1, V22 2) 2= 3(" i)

bp  2m24+n+1)’
14) i - VneN*; 15)a™+b" 2> 1
(1+19)(1+ 22) (1 + n?) = on : e
5. Si se demonstreze inegalitatile: 1)2">n+1,neN* 2)2">2n+1, neN,n>3;
3)3">n,neN,n>4; 4)2">n%, neN,n>10; 3">6n%,neN,n>5.
6. Si se determine n € N pentru care:
1)3">2(n+1); 2)2">n?% 3)3">6n%; 4)3">(n+1)%; 5)3">2"+Tn;
6) 5" >5m+2; T)2">n’+4dn+5 8)nl>2" al=1-2-..-n
107! —9n — 10

7. Sd se arate ca: 1) 3+33+333+...+33...3= 7 , n € N*%;

(a+b)*, a,b >0, n € N*.

n
7(10"+! — 9n — 10)
77...7 =
2) T+ TT+TTT+ ..+ : =

, n € N*.

8. Si se arate ci numirul 22" + 1 se terminid in 7, n € N*, n > 2.

9. Si se arate cd urmditoarele afirmatii sunt adevirate pentru orice n € N:
1) 7 +11n:3; 2)nd+5n:6; 3)n®—ni30; 4) 7T —1:6; B5) 72 —42n:33;
6) 4" +15n—1:9; 7)2"*tl.5n 4 7i9;  8) 573 4 11%ntli17;  9) 7.52" 4 12.67:10; 4
10) 12" + 110n — 1:121.

10. Fie m € N, ap, = 9"*! — 8n + m. Si se determine cel mai mic m pentru care a,: 16, pentru
orice n € N.

11.* 1) Fie z;, z» rddicinile ecuatiei z° — 2z +4 = 0, iar S, = =} + 2%, n € N*. Si se arate ci
Sn € Z gi 2™ divide Sp, Vn € N*.
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g) Daci z1, T sunt ridicinile ecuatiei 22 — 4z — 8 = 0, iar S, = 27 + =¥, atunci 2°™*! divide
Sons 18T 23n+2 divide Sony1- :

12. Se considerd sirul (z,)n>1 definit prin:
1) 71 =3, T2 =15, ZTn41 =3z, —2zp-1, n €N, n > 2. Si se arate ci z, =2"+1, n € N*.

2)z1=1,22=1, Tn =Tn_1+Tn-2, nEN, n 23 (Sirul lui Fibonacci).

T [FiddBY" i—dBY"
Sﬁsearatecimn=ﬁ[( +2‘/_> —( 2\'/3) ],nEN*.

3) 21 =0, Tp41 = V6 + z,, n € N*. Si se arate ci z, < Tp+1, Tn < 3, n € N*.
n(n—1)(2n — 1)

4) =0, nzp =1+ T2+ ... +Tp + 6 ,mEN, n>2.
n—1)n
Si se arate cﬁz,,:(—)—,neN, n > 2.
1
5) z; € N*, x1+$2+...+mn=@,VneN*. Si se arate cd z, =n, n € N*.
6) z; >0, 23 + 23+ ... + 23 = (x1 + T2 +... + z,)?, Vn € N*. Si se arate ¢ z; =k, k€ N*.

n+1
7 zi>0, z1=1, JT1+ /Zo+ ... + /Zp = e Tny V1 € N,
n+1 :
Si se arate ci \/Tny1 = = VZn §1 T, =n2, n € N*.
8) Fie ecuatia 22 —ax+b=0, a,b € Z. Daci x, To sunt ridicinile ecuatiei, atunci si se
arate cd suma S, = z7 + z§, este numdr intreg pentru orice n € N*.

13.* Fie f: N* — N* o functie cu proprietitile: 1) f(mn) = f(m)f(n),

VYm,n € N*; 2) Dacd m < n, atunci f(m) < f(n); 3) f(2) =2. Sd se arate ci f(n) =n, n € N*.

14. S ge arate ci oricare ar fi n puncte in plan, n > 3, oricare trei puncte necoliniare, atunci

n(n—1)(n - 2)
6

15. In plan se dau n discuri (n > 3) care se intersecteazi cate trei. Si se arate ci exist3 cel

putin un punct care apartine tuturor discurilor date (Helly).

se pot construi triunghiuri avind varfurile in aceste puncte.

Teste de evaluare

Testul 1

L. Fie predicatul p(z): 522+ 2+ 1 este prim% z € N. Care din propozitiile urmitoare este

falss: a) p(1); b) p(2); ¢) p(4)?

2. Detcrminati multimile A, B, daci verificd simultan conditiile:

Al =1{12 3,4,5}, AnNB={1,2,3}, A— B = {4}.

n(n+1)(n+2) — 12
3

4. Intr-o clasi de 25 de elevi, s-a constatat cd se practicd urmatoarele sporturi: fotbal,

handbal si baschet. Un numir de 15 elevi joaci fotbal, 12 joacs handbal, 11 joac# baschet, 5

Joaci sj fotbal si baschet, 9 joaci si fotbal si handbal, 4 joacad handbal si baschet, iar 3 prac-

ticd toate cele trei sporturi. Determinati numirul de elevi care: a) joaci numai baschet: b)

joacd numai fotbal; c¢) joacd numai handbal; d) joaci handbal si baschet, dar nu joaci fotbal;

e) joaci fotbal si handbal, dar nu joaci baschet; f) practicd unul din jocuri; g) practicad cel

Putin un sport dintre cele trei mentionate; h) nu practici nici un joc dintre cele mentionate.

0,Vn25,n€N.

3. S4 se demonstreze cé:/5-6+6-7+7-8+...+n(n+1) =
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5. Dintr-o tabli de sah ce contine 8 x 8 pitrate, se decupeazi doui pitrate: cel de sus, stanga
si cel de jos, dreapta. Se poate acoperi cu pietre de domino (o piatrd de domino acoperj
doui pitrate de pe tabla de sah), fird suprapunere, partea rimasi din tabla de sah?

6. Si se arate ci orice patrulater convex poate fi impirtit in n > 4 patrulatere inscriptibile,

Testul 2

1. Pentru care pereche de numere (z,y) sunt adevirate simultan, propozitiile:
e % < %, —z< -y ? a) (—1,2); b) (5,1); c) (2,4).

2. Fie A ={1,2,3,4,5}, B = {1,2,3,4}. Si se determine submul{imea
McAxB, M={(z,y)2z+y="T}.

1»3-5-...-(2n+1)< 1
2:4.6-...-(2n+2) ~ vV2n+3’
4. Intr-o clasi cu 36 de elevi, 18 elevi picteazi, 20 de elevi scriu poezii, 25 de elevi canta, ¢
elevi picteazi si scriu poezii, 11 elevi scriu poezii gi canté, 12 elevi picteazi si cantd. Cati
elevi picteazi si scriu poezii si canta?

5. Prin A, B, doud puncte din plan, se duc m drepte si respectiv n drepte. Presupunem c3g
oricare dous drepte nu sunt paralele si nici o dreaptd nu trece prin A si B. S se determine
numiirul de regiuni in care impart planul dreptele considerate. Analizati cazurile: 1) m =2,
n=22)m=3, n=2.

Vn2>1,neN.

3. S3 se demonstreze ca:

2 b2
6. Si se arate ci dacd a,b > 0, atunci — a -+ >a-+b.
min(a,b) = max(a,b)

Testul 3

1. Daci {zo, %0} este multimea de adevir a predicatului p(z,y): |z+y—2|+|y— 3| = 0, atunc!
valoarea expresiei E = |zo — 5| + |23 — y2 + 3| — |3z0 — 2yo + 1| este egald cu: a) 3; b) =5; c) 0.

4n? +5
LT er .
Tl }

2. Si se determine numiirul de elemente ale multimii: A= {m € Z|lz =

3. 1) Aratati ci 10" + 18n — 28 se divide cu 27, Vn € N*.
1 1 S | 1
2) a) Ar#tati ci zF+! + L+1=(x+;) (m*+§) (’“ ‘+—) z # 0.

1
b) Fie = € R*, astfel incat z + = € Q. Aritati cid 2™+ o €Q, Vn e N*.
f
c) Utilizand, eventual b), aritati ci ¥/v5 -2+ VV5+2€R-Q,VneN*, n>2 (unde {a=z
a > 0, astfel incat a = z").

4. Se dau trei numere: 2, 1+ /2, 1 — /2. Dupi un pas, este permisi scrierea a noi tre
numere, inlocuind fiecare din numerele date prin semisuma celorlalte numere.
Se poate, efectuand de cateva ori aceastd operatie, si se ob{ind tripletul 1,2+ V2,2~ \/5 ?

5. Se pot imparti numerele de la 1 la 21 in cateva grupe, astfel incat, in fiecare grupa, ce
mai mare numir si fie egal cu suma celorlalte numere din grupa?

6. Fie f(z) = az?® + bz + ¢ cu proprietatea ci |f(z)| < 1, Vz € [0,1], Calculati f(0), f (%), f(1
si apoi ar#tati ci |a| + [b] + |c] < 17.

80



Testul 4 (grild)

1. Fie z,y € R, astfel ca predicatele p(z,y) : yz+y =45 q(z,9) : »z*+y* = 12%, si fie adevirate.
g4 se arate ci p(z,y) Aq(z,y) = 7(z,y) : pa + > = s, dacd: a) s=40; b) s=130; c) s =50.

9. Dacd multimile A si B verificd simultan conditiile:

1) AX £1,2,3} C {1,2,4,5} x B; 2) {2,5} x Bc Ax{1,2,3,4}; 3) (1,4) € Ax B, (3,4) € B x A,

atunci:
a) A= {1,2,5}, B = {1,2,3,4}; b) A={1,2,4,5}, B= £1,2,3 ©) A=41,2,3}. B=1{1,3:4,5).

3. Suma B] + [g] +...+ [%], n € N* este egald cu:

n+1 2. n)|n+1] [n] n+2
a)[2]’b)[2][2]’ c)2 27"
4. In plan se duc n(> 3) drepte, cate doud neparalele si oricare trei neconcurente. Numérul
n’+3 n?4+n+2
5. Cel mai mic numir m pentru care 3" > 5n%+ 1, Vn > m este: a) 2; b) 4; c) 5.

de parti in care impart aceste drepte planul, este: a) n®+1; b)

are loc daci:

6. Inegalitatea a§+a§+...+aﬁ<( o AR +,”+L)2
gl 7 e e Vit Va1

a)a; 2a>...2a, 205 b)a; <ax<...<a,<0; ¢)Va; €R.

R. a). '

7. 1) In p#tratul de arie 6 se agazi trei poligoane fiecare de arie 3. Ar#tati ci printre ele

existd dous avand aria comuni cel putin 1 (6 > 9—(s12 + s13 + S23) + S123 — principiul includerii

gi excluderii; sj» este aria comuni din p#trat acoperiti de poligoanele 1 si 2).

2) Numadrul de numere naturale 1 < n < 999, care nu se divid prin 5 si 7 este egal cu:

a) 316; b) 686; c) 726.

8. Numadrul de tablouri pidtratice (matrice) n x n, n € N*, n > 2, in care fiecare element este

0 sau 1 si fiecare linie si fiecare coloani cotine un numir impar de 1 este egal cu:

a) 20-1% b)) 27’y ¢) 2+,

Indicatie. O matrice n X n se ob{ine unic dintr-o matrice (n — 1) x (n — 1), iar o astfel de

matrice este o functie f:{1,2,...,n—1} x {1,2,...,n—1} — {0,1}. Pentru a completa pozitia

(n,n) tinem seama ci numirul de 1 de pe cele n linii este acelagi cu numirul de 1 de pe cele

n coloane. )

9. Care este numiirul minim de persoane dintr-un grup pentru a fi siguri ci 3 dintre ele

s-au niiscut in aceasi luni si aceeasi zi a siptdmanii? a) 167; b) 168; c) 169.

Indicatie. (a,b), 1<a<7,1<b<12; 712 = 84 perechi ordonate; 84 -2 = 168, cu 2 persoane

cu proprietatea ceruts; c).
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