2. FUNCTII

Conceptul de functie este unul dintre cele mai importante concepte din matematica.

2.1. CUPLU. PRODUS CARTEZIAN. REPER CARTEZIAN
Cuplu

Conform definitiei egalitétii, multimile cu doud elemente {a,b} si {b,a} sunt egale, ceea ce aratd ci or-
dinea in care sunt scrise elementele nu este importantd. Totusi in multe cazuri ordinea in care scriem
elementele conteaza.

Exemple. 1) Convenim ca din doud numere primul indicd numarul de pe tricou al fotbalistului, iar al
doilea precizeazi numirul de goluri marcate de acesta. In acest caz ordinea in care sunt scrise numerele
este esentiala.

Astfel asocierea ,,4, 2“ inseamna ca fotbalistul care are pe tricou numarul 4 a marcat 2 goluri, in timp ce
asocierea ,,2, 4“ semnificd faptul céd jucdtorul cu numarul 2 pe tricou a marcat 4 goluri.

2) Randurile unei sili de spectacol sunt marcate cu litere de la A la M. Fiecare rand are 30 scaune
numerotate de la 1 la 30. Pe biletul de intrare al fiecdrui spectator este precizat randul pe care este situat
locul sdu si ‘numdrul scaunului din acel rdnd. De exemplu, spectatorul care are biletul pe care std scris
B19 are locul situat pe randul B, iar in cadrul acestui rind se va aseza pe scaunul pe care este scris
numadrul 19.

3) Daci fiecdrei persoane ii asociem doud numere din care primul reprezintd anul nagterii sale, iar al
doilea numir anul mortii sale, atunci ordinea in care sunt scrise aceste numere joaci un rol capital. Astfel
pentru matematicianul si filozoful francez René Descartes avem asocierea ,, 1596, 1650“, ceea ce inseamni
ci el s-a niscut in anul 1596 si a murit in anul 1650 (d.H.). Dar asocierea ,,365, 231“ pentru o persoani
aratd ci aceasta s-a nascut in anul 365 si a decedat in anul 231 (i.H.).

Este deci necesar sd facem distinctie intre asocierile de doud elemente unde ordinea nu joaci nici un rol
si care sunt multimi de doud elemente pe care le numim perechi si asocierile de doui elemente unde
intervine ordinea, pe care le numim cupluri (sau perechi ordonate).

Perechile ordonate sunt utilizate pentru a ardta o relatie intre doui cantititi.

Definitie. Fie A si B doud multimi nevide. Un element a din A si un element b din B, luate
in aceastd ordine formeazi un cuplu notat (a,b).

Definitie. In cuplul (a,b) : a se numeste primul element (sau prima componenti sau
abscisa) al cuplului; b se numeste al doilea element (sau a doua component sau
ordonata) cuplului.

/

Egalitatea a doud cupluri. Doud cupluri (a,b), (c,d) sunt egale si scriem:

(a,b) = (c,d) ©® (a=csib=d).
Spunem ci doud cupluri sunt egale daci ele coincid pe componente.

Asadar cupurile (a,b), (c,d) sunt diferite daci a # ¢ sau b # d. Daci a, b sunt doud elemente distincte,
atunci si retinem ci {a,b} = {b,a} dar (a,b) # (b,a).
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Exemplu. Egalitatea (z—y, z+2y) = (3,0) are loc daci au loc simultan egalititile z—y = 3§i +2y = 0,
cu alte cuvinte dacd z =2 gi y = —1.

Produsul cartezian

Definitie. Fie A, B doud multimi nevide. Se numeste produsul cartezian al multimii A cu
multimea B, luate in aceastd ordine, multimea cuplurilor avind prima componenta in A si a
doua componentd in B.

Notatie. Produsul cartezian al multimii A cu multimea B se noteaza
Ax B={(a,b) | a€ Asibe B}.

Adjectivul ,cartezian“ derivd din numele matematicianului René Descartes, al cdrui nume in expresie
latinizatd este Cartesius.
Definitia produsului cartezian rimane valabild gi in cazul particular cind A = B. In loc si scriem A x A
notdm A2 (citim: ,,A doi“).
Deci A2 = {(z,y) | z€ Asiy € A}
Pentru o multime finitd A notdm prin n(A) numirul de elemente ale mulfimii.
Daci A §i B sunt multimi finite, atunci n(A x B) = n(A)n(B), ceea ce este imediat deoarece pentru a
descrie pe A x B se ia un element oarecare din A i se ,,cupleazi* cu un element arbitrar din B.
Exemple. 1) Fie A = {1,2,3} si B = {u,v}.
Atunci: AX B = {(11 u)’ (1,’1)), (21u)1 (2,’1)), (31u)a (3a U)}7

B x A={(w,1),(x2),(u, 3), (v,1), (v,2), (v,3)}.
Se constatd ci A x B # B x A, deoarece cuplul (1,u) care apartine lui A x B nu se afli in B x A, cuplurile
(1,u), (u,1) sunt diferite.
In general A x B # B x A, ceea ce inseamni ca produsul cartezian al mul{imilor nu este comutativ.
2) Fie A = {1,2,3}. Atunci: A% ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}.
3) Fie A=N. Avem N2 = {(0,0),(0,1),(0,2),...,(1,0),(1,1),(1,2),-..,(3,0), (3,1),(3,2),...}.
4) Fie A = R. Atunci R? = {(z,y) |z € Rsiy € R}.
Observatie. Se poate generaliza notiunea de produs cartezian la mai mult de doud multimi. Pentru trei
multimi A, B, C produsul lor cartezian, in aceastd ordine, este multimea notatd: A X B x C formatd din
toate tripletele (a,b,c), undea € A, b€ B, ce C.

Reprezentarea graficd a produsului cartezian

Produsul cartezian A x B, in cazul a doud multimi finite, il putem reprezenta grafic cu ajutorul unui
tabel, numit diagrami carteziana.

Constructia acestei diagrame se face astfel: pe o linie orizontald se plaseazd punctele care reprezintd
elmentele multimii A si pe o linie verticala punctele care reprezintd elementele multimii B. Cuplul
(z,y) din A x B este reprezentat prin punctul rezultat din intersectia verticalei care trece prin elementul
z din A cu orizontala care trece prin elementul y din B (fig. 1)

e

B B A
3
(le) X 2
IRt : i
I X A 1ral. 3% A 1 273 A
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

In fig. 2 este prezentatd diagrama carteziand pentru A x B din exemplul 1) de mai sus.
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Daci multimile A si B sunt egale, se plaseazi elementele in aceeasi ordine pe linia orizontald si pe cea
verticali. Cuplurile care au componentele egale sunt reprezentate pe diagonala diagramei.

In figura 3 avem diagrama carteziani pentru A2 de la exemplul 2).

Reprezentarea grafici a produsului cartezian a doud multimi A §i B, A X B, devine interesantd dacd A, B
sunt submultimi ale multimii numerelor reale R.

Reper cartezian
In plan considerim doui drepte perpendiculare Oz si Oy, O fiind

VA punctul de intersectie al celor doud drepte.
M, M Pe aceste drepte considerim o aceeagi unitate de misurd (OA =
I _upEss==- j = OB = 1). Pe fiecare din drepte se considerd un sens pozitiv de
B : parcurs: pe Oz, la dreapta dreptei Oy, iar pe Oy, deasupra dreptej
bag Oz (sensurile pozitive sunt indicate de sageti).

P 1 1 > . . ~ =

0 A Coitiy TR Prin acest procedeu am organizat fiecare dreaptd ca axa reald.
Dacd M este un punct din plan, atunci proiectind punctul pe cele

111 v P P

doud axe, se obtin punctele M; pe Oz si respectiv M» pe Oy.

Pe axa Oz, M, are coordonata s, iar pe axa Oy, My are coordonata ya.

In acest mod, fiecirui punct M din acest plan i se asociazi o pereche unicid de doui numere zas §i Yy,
numite coordonatele punctului M si scriem M (zpr, yar), unde xpr se numeste abscisa punctului M,
iar yps se numegte ordonata punctului M (se mai spune cd xps este prima componentd, iar yps este
a doua componentd; scrierea (zpr,yar) insemnand un cuplu!). Cand avem scrierea M (zpr,yar), citim:
ypunctul M de coordonate zps, yar* sau ,punctul M de abscisd z s si ordonatd yas“. Axa Oz (sau prima
axi) se numeste axa absciselor, iar Oy (a doua axi), se numeste axa ordonatelor.

In sistemul descris mai sus, originea O este caracterizatid de perechea (0,0) si scriem O(0,0). Punctul
unitate A de pe Oz are coordonatele (1,0) si scriem A(1,0), iar punctul unitate B de pe Oy, are coordo-
natele (0,1) si scriem B(0,1). Toate punctele de pe axa Oz sunt caracterizate de faptul cd au ordonata

nuli, iar toate punctele de pe axa Oy au aceeasi abscisd, egala cu zero.
Punctele de pe o dreapta paraleld cu Oz, au aceeasi ordo-

natd, in timp ce punctele de pe o dreaptd paraleld cu Oy,
au aceeagi abscisd. Cele doud axe determind in plan patru
unghiuri. Interioarele acestor unghiuri se numesc cadrane
(numerotate pe figurd, in sens antiorar, cu I, II, III, IV).

In tabelul aliturat, sunt precizate semnele coordonatelor
unui punct in fiecare cadran.

Unghiul pe care il fac axele fiind drept, se mai adaugé si denumirea de ortogonal sau dreptunghiular.
Revenim la produsul A x B, cand A, B sunt submultimi®

Cadranul— | I | II | III | IV
Coordonate |
z o b [ | 1% 2

Y 78 P ey [t | [

—

yA
ale lui R.
Dacid in plan se considerd reperul cartezian zOy (A este
T A\’!‘/B o submultime de puncte a lui Oz, iar B o submultime de
B M(xy) €— (x\y) puncte a lui Oy), atunci fiecarui cuplu (z,y) € A x B, i
yv ____ 5/ se poate asocia un unic punct M(z,y) (fig. 4), unde z
: se numeste abscisa punctului M, iar y este ordonata
L \ ~ =
5 ¢ - = ) > punctului M.

Cele doud numere z, y asociate lui M se numesc coor-

Fig. 4 4
donatele punctului M.
Asadar dacid A, B C R (se mai spune ci A, B sunt mul{imi numerice), atunci multimea A x B este o
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submultime a lui R x R si se reprezintd geometric printr-o submultime a planului.
Daci A, B sunt finite, atunci n(A x B) = n(A) - n(B), ceea ce este usor de vizut.

Relatia este cunoscutd sub numele de regula produsului.

Exemple- 1) A= {—1,0, 1}) B = {1} AtunCi AxB= {(_la 1)1 (01 l)v (17 1)} (ﬁg 5))
BxA={(1-1),(1,0),(11)} (. 6).

YA © YA yA yA
- 3t-1Y
O 1
P
veetan Ay 1 -é—'T
o) [ Ol 1 fing 1l Ol o g gl %
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8

9) A= {1}, B=[2,3]. Avem AX B = {(1,y) | 2 <y < 3} (fig. 7) si reprezentarea grafici este
segmentul vertical [X'Y], unde X(1,2), Y'(1,3).
Pentru B x A = {(z,1) 2 < = < 3} avem reprezentarea geometrici datd de segmentul orizontal [ZT,
unde Z(2,1), T'(3,1) (fig. 8).
3) A= [1,00), B = {2}. Pentru A x B = {(z,2) | z > 1} avem reprezentarea grafici (fig. 9)

semidreapta [UV, unde U(1,2), V(z,2), = > 1. yA yA

4) A = [3,4], B = [1,2], atunci A X B are ca repre- U v

zentare geometricid suprafata patratici XY ZU unde 2|+ fr— o)l b u_Zz
X(3,1), Y(4,1), 2(4,2), UG,2) (Bg10). p & AR /5

5) Daci A=R, B =.{9}’ atunci 'IR X {0} are ca S T OB B B
reprezentare geometrici axa Oz, iar multimea {0} xR, —

axa Oy. 9. Fig. 10

Probleme propuse

1. Se considerd multimile A = {a,b,c}, B = {z,y}. Determinati multimile: A x B, B x A, A?
si realizati, pentru fiecare multime, diagrama carteziana.
2. Determinati numerele reale z si y pentru care:

1) (2x +3,5) = (y,13z — 3y);  2) (2z —3y,y — 2) = (y,7);

3) 8—z,2z+y—2)=(z—2y+3,z+ 2y — 2);

4) (z2 - 1,9%) = (¥* - 1,z%); 5) (z2+9%1) = (1,22 —y?); M(2z-1,3z-2) €Il
3. Arstati ci: 1) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC); 2)Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).
4. Reprezentati grafic multimile de cupluri de mai jos si scrieti aceste multimi (atunci cand
aceasta este posibil) ca produs cartezian de mul{imi:

1) {(z,y) |[z€R, y=-2} 2) {(z,y) |z=1, yeR}
3) {(z,y) |z €R, y <0} 4) {(z,y) |[z€R, -2<y <1}
5) {(z,y) | -5<z<5 y€ER} 6) {(z,y) |-2<z<3, —-1<y<1}
7 {(z,y) |y <z} 8) {(z,y) | |lz| =1, ly| <1}
9) {(z,9) ly==z-2} 10) {(z,9) Il y |=l = |}- |
5. Reprezentati grafic urmitoarele multimi produs:
D01 x{1,25 2){-1,1,3}x[-2,2; 3 [-,2x[5; 4 ({~2}U[-11])x 23]
5) [-3,1] x ([1,2] U {3}); 6) ([-5,—3] U {-1}) x ({-2} U [-1,3]); 7) [0,00) x [0,00);
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8) R x (0,00); 9)R*xR* 10) {0} x (—o0,0); 11) {-1,1} xR; 12) R x {1,5}.



