2.3. FUNCTII DEFINITE PE MULTIMI DE NUMERE REALE
INCLUSE IN N

Notiunea de gir de numere

Vom prezenta in acest paragraf functii definite pe multimi de numere reale incluse in N. O categorie
remarcabild de astfel de functii o constituie sirurile, care evident sunt functii numerice.

in limbajul uzual prin sir de numere intelegem o multime de numere aranjate intr-o ordine anumiti.
Elementele unui gir de numere se numesc termenii girului. Primul termen este notat prin s;, al doilea
prin sy, ..., al n-lea termen prin s, etc.

De exemplu girul numerelor naturale nenule este: 1,2,...,n,... unde primul termen este a; = 1, al doilea
termen este ap = 2,..., al n-lea termen este a, = n, etc.
4 1 O § 1 1 1 1
Sirul inverselor numerelor naturale nenule este: —, -, =,...,—,...cubi=—,ba==,...,bp = —,....
1’23 n 1 2 n

Conceptul de gir poate fi introdus cu ajutorul notiunii de functie.
Mai precis are loc urmatoarea:

Definitie. Se numeste sir de numere reale orice functie z: N— A — R, unde A este o
submultime finit3 a lui N.

Exemple
)z:N-A—R, z(n) = vVn? — 4, A= {0,1}.
2)z:N—-A—- R, z(n) =vn?-1, A= {0}.
1 p
3)z:N— A—R, z(n) =TT A = {n € N| n = impar}.
Aceastd functie nu este gir deoarece A este infinit3.
4)z:N—A—-R,z(n)=n%+3n, A=0.
Vom presupune in general cd A = (. Fie deci z : N — R. Numirul z(n) se noteazi in general prin z, si
se numegte termenul de rang n al girului z.
Vom nota girul z prin (z,)nen sau {z, }nen sau simplu (z,).
Observatii. 1) Intr-un reper cartezian graficul lui z este format dintr-o multime infinitd de puncte.

2) Atragem atentia cd vom nota girul in diferite moduri (zp)n>1, (@n)n>1, (bn)n>1, ceea ce inseamnd ci
n este variabila independent, iar z, a, b, ..., este variabila dependentd. Deci, in reprezentarea
graficd intr-un reper cartezian ca axi a absciselor avem intotdeauna On (in locul lui Oz), iar ca
ax#d a ordonatelor avem Oz, Oa, O),...!

Exemple de siruri

1) (an): 0,0,0,...,0,... (sirul constant 0; are toti termenii egali cu zero);

0 -
: an c
in reper cartezian pe axa reala
2) (b,): 1,—1,1,—1,..., (sirul alternant) are graficul:
Ab
| SN '
q1p3i4 n npar nimpar
) -
in reper cartezian pe axa reald
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3) (cn) : 1,V2,V/3,...,V/n,... (sirul rddicinilor pitrate ale numerelor naturale nenule).

Moduri de a defini un gir

Existd mai multe posibilitdti de a descrie un sir.

1) Modul descriptiv, cand se dau primii termeni consecutivi din care se poate deduce legea dupd care
se determind oricare alt termen al girului.

1.2 3 b Fita g :
Exemple. 1) Sirul (a,) dat prin 53 e termenii fractii in care numaéritorul este cu o unitate maij
mic decat numitorul, iar numéritorii fractiilor sunt numere naturale nenule. Deci a, = =T 1, n € N*.

2) Sirul (bp) dat prin 1, 4, 9, 16, 25, ...sugereaza rescrierea termenilor 1%, 2%, 3%, 42, 52, ...si deci
termenul general este a, = n? n € N*.

2) Printr-o regulad de calcul

In aceastd situatie se precizeazi o exprimare analitici pentru termenul de rang n, an, care permite
calcularea oricirui termen al girului.

Exemple. 1) Daci sirul (a,) este dat prin a, = nL-l-l’ n > 0, atunci se poate calcula orice termen din

3 3 10 10 101 101
T L T R T L YT T
2) Daci (by) este sirul dat prin termenul general b, = /n2+1, n > 0, atunci by = V22 +1 = /5,
bg= V2 +1=V82,...

3) Prin mai multe reguli de calcul

Sir.

De exemplu: a3 =

Fie sirul (z)n>1 cu termenul general z, = { ng; i: Z ;I;lf.ar

Avem: 2y =1—-1=0(n=1, impar), o =2 +1=5 (n = 2, par), z3 =3 — 1 = 2 (n = 3, impar).

fl) Printr-o relatie de recurenta

In acest caz un termen al girului se exprimi in functie de unul sau mai mul{i termeni precedenti. Pentru
a determina bine elementele girului trebuie precizati unul sau mai multi termeni.

Exemple. 1) (an)n>0, @0 = —1, any1 =, +3,n > 0.

Observiam ci aceastd relatie se poate scrie i sub forma a,+; — ap, = 3, n > 0, adicé diferenta a oricdror
doi termeni consecutivi din sir este constanta.

2) (bn)n>0, bo = 2, bpy1 = 2bp, n > 0. In acest caz, catul a oriciror doi termeni consecutivi ai girului

bn.+1

bn
Observatie. Sirul (an)n>0 cu ap € R, apy1 = aa, +b,n >0, a,b € R, constante, se spune ci este definit

printr-o recurenti liniard de ordinul intéi.

3) (cn)n30, 0 = €1 =1, Cny2 = Cag1 + ¢, Y1 2> 0. Un termen al sirului incepénd cu al doilea este egal
cu suma precedentilor doi.

Determinarea oricirui termen se face din aproape in aproape:
c=c+cp=14+1=2,c3=c0+c1=2+1=3,c4=c3+c2=3+2=5 etc.

Observatie. Girul (an)n>0 Cu @g,a1 € R, any2 = aany1 + ban, n > 0, a,b € R, constante, se spune ci
este definit printr-o recurenta liniard de-ordinul doi.

In cele ce urmeazi vom aborda doui tipuri remarcabile de recurente liniare de ordinul intax de forma
Gns1 =0an+T, 01 €ER, n>15i by = gby, by € R* (fixat), n > 1, , ¢ fiind constante reale.

= 2 este constant.
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probleme practice care conduc la giruri

1. Doi colegi, Emil §i Vasile, sunt angajati in aceeasi zi la o firmd de calculatoare, Emil pe post de
programator gi Vasile pe post de manager. Primul are un salariu de 300 €/luni cu o mirire a acestuia
cu 50 €/an, iar al doilea are un salariu de 450 €/luni cu o mirire a acestuia cu 75 €/an. Daci E, si V,
sunt salariile lor dupd n ani, atunci:

a) determinati o formuld de recurentd pentru E, si V,;

b) calculati By, Eg, E3, V1, V2, V3;

c) determinafi dupd cati ani salariile lor se vor dubla.
2. In fiecare an un obiect, solicitat la vanzare, isi creste pretul anual cu 5%. Valoarea initiald Vp = 20€.
Daci V;, este valoarea obiectului dupi n ani, atunci:

a) determinati o relatie de recurentad pentru V;

b) determinati Vi, Va, Vs;

c) determinati o formuld pentru calculul lui Vj;

d) determinati numaérul de ani dupé care pretul depiigeste 30 €.
3. Un elev isi depune la o bancd o sumd Sp. Dobanda anuald pe care o oferd banca este d%. Deci,
dupd un an in contul elevului se va afla suma Sy + —30-30 = So(1 4+ 0,0d). Banca practici doui tipuri
de dobandi: 1) dobanda simpl4, prin care la sfargitul fiecirui an depunitorul isi retrage dobanda, iar
suma So rdmane in cont pentru a genera dobénds; 2) dobanda compusi (cu capitalizare), prin care la
sfarsitul fiecirui an dobanda se adaugd la suma din anul precedent, iar pentru anul in curs dob&nda se
calculeazd pentru toatd aceastd sumd. Dacd elevul opteazi pentru a doua variants, atunci, notand cu Sn

d
suma rezultatd in contul sdu dupd n ani gisim: S; = Sp + So = So(1+0,0d), S2 = S; + Sl— =

100
= $1(1+0,0d) = (1 + 0,0d)%S,. Determinat;:
a) o formuld de recurentd pentru S,;  b) dupi cati ani suma se va dubla?

Probleme rezolvate
1. Stabiliti care din numerele aldturate girurilor definite prin termenul general, sunt termeni
ai acestora. T
n°+
1) z, = 2n — 18; 182; 191; 94; 2) z, = n? — 2n; 34; 35; 63; 3) z, = 211—+5; ' Io°

R. 1) Pentru a determina n astfel ca z, = 182 se rezolvi ecuatia in N*, 2n — 18 = 182 < 2n = 200 &
n = 100. Deci z190 = 182. Ecuatia z, = 191 nu are solutii in N*, deoarece 2n — 18 = 2(n — 9) este numir
par, iar 191 este impar. Din z, = 94 & 2n — 18 = 94 & n = 56 rezulti z56 = 94.
2) Ecuatia n? — 2n = 34 nu are solutii in N*, dar ecuatia n? — 2n = 35 are solutia n = 7, adici z7 = 35;
analog giisim zg = 63.

19 n2+43

3) Ecuatia z, = Tihar = 5= 35

2. S& se determine termenul general al sirurilor in cazurile:

51 y
are solutie in N*, n = 4; ecuatia z, = — nu are solutie in N*.

19

8) 1) _1) 31 _9) 277 —54:1 2) 27 —2) 2) _21 21 _2)-"; 3) _21 0) __2) 0: —2) 01---;
1 1

40.1,0,5,0,2,0,...;  5) V2 V22, \/2V/2V2,...;
b)1)ai=1,app1=aa+n,n21 2)ai=1a1=0,+2", n>1;

1 1
3)al=170-n+1=(1+;)0mn21; 4)$1=1,$m=$n—1+m1"-22-

1 n. 1+( l)n

R.2) 1) ap = (=3)as-1,7 > 2; 2) ap = (-1)*+12, n > 1; 3)ap, = -1+ (-1)*;4) a, T,ﬂzl;
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5) ap = \ﬁ +V2+ ...+ V2, unde apare de n ori semnul radical; b) 1) Scriem relatia de recurenty
ar+1 = ar +k, pentru k = 1,n — 1 si adundm aceste relatii. Avem a, =a1+1+2+...+(n—1) =
(n—-1)n n?-n+2

=1+ = 2 . 2) Ca la 1) se aduni relatiile obtinute din relatia de recurenti a; =

ag—1+2F*1 pentru k = T, ngi avem a, = 14+2+22+4...42""1, Cum 1—z" = (1-z)(1+z+z2+.. Azt
deducem pentru =2, 2" —1=1+2+2%2+ ... + 27! adici a, = 2" — 1; 3) Din relatia de recurenty
3

n n—1 3 )
avem @, = ——Qp_1, Gp—1 = an-2, ..., @3 = —Q2, Gy = —a;, pe care le inmultim, membru cy
n—1 n—2 2 1 .
; . il
membru §i avem a, = nae; = n; 4) Scriem relatia de recurentd sub forma z; = z_; + (ﬁ - I)
1 2n-1

pentru k = 2, n si adundm relatiile astfel obtinute. Gisim z, = 2 — == ;
n

3. 84 se determine o formuli de recurentd pentru girul cu termenii

V3, V3+V3,/3+V3+3,...
R. Observim ci a; = /3, iar daci a, este termenul care contine n radicali, atunci a, = /3 + [
n> 2. !
4. Pentru sirul (an)n>1 considerdm S, = a; +az + ...+ ap. Dacd S, = n?, n > 1, atunci si se
determine a;,.
R. Avem S, —Sp_1 = (a1 +ag+... +an-1+a,) — (a1 +az+...+an_1) = ayp. In cazul nostru
an=n?—(n—1)2%2=2n-1
Probleme propuse
(/f' Stabiliti care din numerele aldturate sirurilor definite prin termenul general, sunt termeni
ai acestora. ) z, = 3n+ 17; 197; 201; 260; /f) T, = n— 2n?%; —230; —841; —190;
=) 2n+3 17 21 = '
8) 2 = %; 55 335 B = VRTI-Vm3V2-42/5-3V2
" 2! Care din numerele al%il:urat;e1 girixgilcl)g definite recurent sunt termeni ai acestora.

1) z=3, xn+1=zn+§,n21; g 2) 71 =1, Tpy1 = ZoV2, n > 1; 128v/2; 130V/2.
3- 84 se determine termenul general al girurilor in cazurile:
a)l)2,6,18,54,...; 2)-5,5 -5,5 —5,5... 3)20,20,20,..;
JUSI =34 2 4 6 ,
Bl o a1 By 5 ? ] 3 irisse { Y dy My Ly Dy Uy Xy Xy eee
)2’3‘4’5’ )1-3 3-5° 5.7 L2280 44

b)1l)aj=1,ap1=an+n+1,02>1; 2)a;=2 ap41=08,+2n,n>1;
3) a1 =1, an+1=an+n2;n4) a1=1an1=a,+3",n21; 5)a1=1,(n+1)apnsy =nan, n>1;

= = ———,unden!=1-2-3....- i ial;
6) a; =1, a, an+1+(n+1)!,un en!=1-2-3 n se c1te§tenfaf:tor1al,
1

() zy=1, ¢ =2Zp41+ , > 2.

7 (n+1)n(n—1)
4. 55 se determine o formul¥ de recurentd pentru girul cu termenii:

V2, V242, {2+ V2+V2, ...

5: Se considers sirul (f,) definit prin f; = fo = 1, foy2 = fat1 + fay 7 > 1 (numit girul lui

1 14 \/g n \/5 n
Fibonacci). Aritati ci f, = % [ ( 3 ) —( _2 ) J verificd relatia de recurenti.

" 6. pentru sirul (ap)n>1, considerdim S, = a; + a3+ ...+ ap. Dacd S, =n(n+1), n > 1, si se
determine a,.
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) gi se determine termenul general al girului (a,) definit prin
\7; 4y = 1, 2= 2, Gni1+0n-1 =2(1+ay), n 2> 2.
-) si se arate cd sirurile definite prin termenii generali z, = 2", y,, = 3" verifici relatia de
,ecurenti an+2 = San41 — 6an.
n+1

2 Fie sirul (ap) cu termenul general a, = =T S3 se determine sirul (b,) cu proprietatea

by = Gn+1 — On si apoi si se calculeze suma S = by +ba+...4+ by

giruri marginite

Definitii. Sirul (yn)nen se numeste mérgmxt dacd existd doud numere reale m, M astfel incit
m<ya, <M,VneN.

Un sir care nu este marginit se numeste nemérginit.

Observatie. S retinem cé graficul unui sir mérginit (yn)n>; este format din puncte dispuse intre doud
drepte paralele cu axa Oz, y =m, y = M.

Deoarece intervalul [m, M] este inclus intr-un interval centrat in zero de forma [—a, a], a > 0, conditia de
marginire se transcrie:

(an) este sir mérginit <> existd a > 0 astfel incat a, € [—a,qa], Vn & |ay| < a.

bA v=M
% :
1f--¢ | :
l i 3 i . lnh 3 1 .
d 12 D - HEN T
BT = y=m
4 in reper cartezian pe axa reald

Se poate lua a = max (|m/|, |M]).

Dacad pentru sirul (a,), existd M astfel incit a, < M, Vn, atunci spunem ci sirul este mirginit superior,
iar M este un majorant al sirului. Orice M’ > M este majorant al sirului.

Daci existd m astfel incat m < ay, Vn, atunci sirul (a,) este marginit inferior (de m), iar m este un
minorant pentru gir.

Orice m' < m este minorant al sirului.

Un sir este marginit < sirul este mirginit atat inferior cat si superior.

Exemple de giruri mirginite -

1 2 TRy
1) Sirul (ay,), an = 3 Vn (sir constant) este mérginit deoarece |a,| < %, vn.

2) (an), an = (—1,n impar; 1, n par). Evident a, € [-1,1], Vn sau |an| =1 < 1, Vn ceea ce arati ci
girul este mirginit.

Exemple de giruri nemirginite

1) Sirul numerelor naturale (n): 1,2, 3, ..., n, ...

Dacy prin absurd acest sir ar fi marginit, atunci existds M > 0 astfel incat [n|] £ M, Yn. Dacid ludm
n = [M]+1 € N observim ci n > M, contradictie. Deci sirul este nemirginit. Analog sirul (—n) este

99



< 1. In plus z, > 0, Vn.

1 2 2 n n+1 n+1
Y

4n
9.9:.1,79 il \! 1
11)0< Zp = ———— <2| ¢ < 2,Vn = (z,) este mirginit. 12)Cum0<1-p<1,Vk_>_2,

,(£_£)+(£_§)+...+(ﬁ_m)=l x3

Deci(zn) este marginit. 10) Avem 0 < z, < =2, Vn = (z,) este sir marginit.

1:2-...'n 3
ke N= z, € (0,1), Vn = (z,) este sir marginit.

9. Si se arate cid urmitoarele siruri definite recurent sunt mirginite:

2) a1 =V2, ap41=V2+an, nEN".

1)z1=1 Znpn =

R. 1) Vom calcula cétiva termeni ai girului pentru a vedea pozitia lor pe axa reald. Avem z3 = g‘ 21 %
-
4-— 5
= -2— < 2, z3 = 3 zz — § < 2. Formuldm pl‘OpOZitia, p(n) G e e o ¥n € N*. Demon-
— T2

stratia prin inductie matematicd. Verificarea propozigiei s-a fdcut mai sus. Presupunem z, € [1,2) si
gea ~ <28 B3-—z,<4-z,5id4- Th < 2B —z,)) &
& (3 <45 zn <2) evident. Deci 1 <z, <2, Vn adicd sirul (z,) este mérginit. 2) Se arat# inductiv

civV2<a, <2 Vn.
3. S3 se arate cd urméitoarele siruri sunt nemérglmte.

2n2
= 5 — on. .
1)apn=2n+1; 2)b,=2"% 3)c, Ty

R. 1) Vom proceda prin reducere la absurd. Deci existi M > 0 astfel incat 2n +1 < M, V,n. Luim
n= -[%J—]- si obtinem [M]+1 < M, fals. In concluzie sirul este nemirginit. 2) Am demonstrat la inductia
matematicd inegalitatea 2" > n+ 1, Vn € N*. Cum sirul (n + 1) este nemdrginit, deducem ca sirul (by,)
are aceeasi calitate. 3) Observim ci ¢, =n — 2 _>n-1,¥n>0. Cum sirul sumelor naturale (n)
este nemirginit, atunci si (c,) este la fel.

Observatie. Dacd (an), (bn) sunt doud giruri astfel incat 0 < @, < bp, V7 (0 > ap > by, Vn) si daci
(an) este nemdrginit, atunci (b,) este nemarginit.

si demonstrim cid 1 < zp,41 <2 & 1<

2n+1 "

Probleme propuse
1. Sa se arate cd sirurile date prin termenul general sunt mirginite (n € N¥).

— 5n+3 ( i‘)"n 2n+1 n+ (-1)*
) = = (—1)" 3 P VLS TR
5) z =,/n(n+1)-n- @)z i quat s pcigl byt T b, O S
? g\ 2n+1 2n+2 3n’ " n241 n2+2 n?+n’
n
= 1 K = 1 gk(kﬂ)
8) z,=n 9) z ; 10) z, ———; 11) Ty =———;
r ,glnuk' )ia = Z n3 + k2 )izs = §\/n2+k ) n?
n
> [VEE+D)
12 —_— k=1 i ’
). Zn — , [a] este partea intreagi aluie € R; 13) z, = Zk(k+1)(k+2)
n+1
14 ——-—‘
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L 1)k vVE+1-VE 3n 4 4n 3" 41
18) z,, = =] i 19) 20) z, = ———; 21) Tn ="
e E{,(?’ Z VEE+D ) T =" i TR

3 - 1 2ok =i nK—1
k=1 k=1 k=1
2.84 se arate ci urmitoarele sirure date prin termenul general sunt nemirginite (n € N*).

2
n
3) z, = /;

1)z, =-3n+1; 2) TS D

n
1
4) z,=14+2+22+...+2% 5):z:n=§:—; 2:
- Sk \/_+\/k+

3.84 se arate c# sgirurile definite prin relatia de recurentﬁ sunt mirginite:
5—
1)z =1,Zp4 = 4—_%, n€N*; 2)z =3, zp41 = V3+ 22, n € N%

n

3) z; € (2,3), Tp41 = 22 — 42, + 6, n € N¥;
4.83 se arate ci girurile definite prin relatia de recurenti sunt nemi#rginite:

1
1)iz=2, :z,,+1=:z:,,+-z—,n€N‘; 2)z; =1, zp41 =1+22.

n

: vk ( 1 1 )
5.a) Sisearateci ———— <2 —=— k € N*;
a) Si se R+ 1) 7 S 3
eilap 34 1. V2 v :
b) Aritati ci girul (z,) cu z, = 13 + 2.3 4.+ Gl este mirginit.

Siruri monotone

Definitie. Sirul (z,)nen este strict crescitor (strict descrescitor) daci z, < z,41, VR €N
(In > Tnil, Vne N)

Observatii. 1) Un sir (z,) care este strict crescitor sau strict descrescitor se numegte gir strict mono-
ton. :
2) Pentru a studia monotonia unui gir (z,) se calculeazi diferenta a doi termeni consecutivi zp41 — zy, §i
Se compara cu Zero.

x| x2 Xn Xn+] Xn+l Xp X2 X1

pe axa reali > . —
x XA
o X1 |-o
o ; X; ?
L0 8 R B
inreperulxOy ... - é E 2
X2}-mep i ‘1 Xn -2
xife i i L 23 5
Biitbalilli s , g
0123 nn+l n 0123 nn+l n
gir strict crescitor gir strict descrescator
Exemplu. Fiesirul (z,) de mai sus, cu z,, = L Pentru a preciza monotonia sirului (z,) se calculeazd
n+1 n 1

>0, Vn € N, ceea ce arati ci

dif FIn = X =
ST Ty L T =m0 e (n+1)(n+2)

Tp41 — T > 0530 49 > Ty, Vn e N, adici sirul este strict crescator.
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3) Daci termenii sirului sunt strict pozitivi, atunci monotonia girului se poate studia comparind raportul
Tn4l
——cu 1.

In
Dacid z;“ > 1, Vn, adicd z,4+1 > zn, Vn, rezultd gir strict crescitor.

n
Tn+1

< 1, Vn, atunci girul este strict descrescitor.

: ‘ . o Tpyl -(n+1)2
Pentru girul de mai sus o i CET)
4) Daci in una din inegalititile din definitie avem semnul ,,<“ atunci pentru sirul (z,) cu z; < z, <
...<xTp L...(saum > T3 > ... > T, > ...) spunem ci acesta este crescitor (sau descrescitor).
Sirul crescitor este marginit inferior de z;, deoarece z; < z,, V7, iar girul descrescitor este mirginit
superior de z;, deoarece z, < z1, Vn.

Dacad

Tn

> 1, Vn € N*, adicd (z,) este strict crescitor.

Un gir fie crescitor, fie descrescitor se numegte gir monoton.

Probleme rezolvate
1. Si se studieze monotonia sirurilor definite prin termenul general (n € N*¥).

n 1+424+...4n 1 1 1
= : =—; 3 =ttt F+—; 4 =/ —Jn:
1) &n 2n+1’ 2 n? i 3)an n+1+n+2+ +n+n’ ) Zn s
n '
1
5)2:,,=H(1—-k—2).
E=2
n+1 n 1

> 0, Vn, ceea ce aratd cd Tp4+1 > T, V0, adici
Tni1 _ (n+1)(2n+1)

R..l) xn+1—$n=2n+3-2n+1 = (2n+3)(21’l+1)

girul (z,) este strict crescitor. Altfel, observim ci z,, > 0 gi avem >1&
T (2n+3)n

& n+1)(2n+1)> (2n+3)n & 2> 0, Vn, evident. Deci Tny1 > Zp, V. 2) Cum 142+ ...+n =

_n(n+1) il V5 Tparl imA2 2n _ n(n+2) 2

S 5 T > 0. De aici R TN e L <lenr+2)<(n+l1)P e

& 0 < 1, Vn. Deci (:1:,,1) este stll'ict descrescéior. 3) 1Ca.lculé.m 1diferen(;a aldoi tere;neni consecx;tivi si

avem:l gn —:" 3 nl? 23 nt3 g J; . Ll ME2 (n+1 +n+2+"'+%) =,

= 2n+1+2n+2—n+1 S i T 2m+1) = Mt DEn+1) > 0, Vn, adicd girul (z,) este strict

crescitor. 4) Evaluim diferenta Tn41—2, i obtinem z,41—2zn, = (VR+2— Vo +1)—(Vn+1-a) =

= \/n+2-:-\/n+1 = \/n+i+\/1_1 < 0, deoarece vn+2 > /n si de aici vVR+2+ Vo+1 >
1

> v/n++y/n + 1. Deci (z,) este strict descrescitor. 5) Avem z, > 0, Vn € Ngidin I;H = 1—( 12 <
n n

1

rezultd girul (z,) este strict descrescitor.

2. S3i se arate ci sirurile date prin termenul general (n € N*) nu sunt monotone.

1) z, = (-1)"3; 2)z,=n+(-1)"

R. 1) Calculim diferenta a doi termeni consecutivi si avem:

Tni1 — Ty = (—1)"13 - (=1)"3 = (—1)"*16 = (-6, daci n este par; 6 daci n este impar). Aceasta arati
¢d T,,; — T, nu are semn constant pentru orice n € N*. Deci girul nu este monoton. Altfel, calculdm
citiva termeni ai girului gi i ordondm. Avem z; = -3 < 29 = 3 > 73 = —3 < =4 = 3. De aici deducem
cd sirul nu este monoton. 2) Analog, Tp4+1 — Zn = (—1, dacd n este par; 3 dacd n este impar). Deoarece
diferenta ,+1 — T, nu are semn constant pentru orice n € N*, deducem ci girul nu este monoton.
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3. S se studieze monotonia sirului (z,) , Zn =

l-a
ulim — Ty = .
R. Calc Zn+l — Tn CESVCES)
Dacid a < 1, atunci Zp4+1 — Zn > 0, Vn, ceea ce aratd ci (z,) este strict crescator.
Daci a = 1, atunci =, = 1, Vn, adicd (x,) este sirul constant, care este moonoton.
Daci a > 1, atunci Tp41 — Zn < 0, Vn, adicd sirul (z,) este strict descrescitor.
. Studiati monotonia sirului dat prin relatia de recurenti.
1) T1=1, Tpn —:z:n+— neN% 2) z; =V2, ZTny1 = V2 + Ty, n € N%;
) =a€]l,?], :r:n+1—-:z: -2z, +2,n€N* :
1
R. 1) Este evident ci z, > 0, Vn, iar din relatia de recurenti zp4) — zn = = > 0, Vn, ceea ce
arati ci sirul (z,) este strict cresciitor. 2) De reguld, la sirurile recurente, pentruna le stabili monoto-
nia se calculeazi cativa termeni, care se ordoneazi, dupi care se formuleazi proprietatea, generald, care

se demonstreazi prin inductie matematici. Aici z; = V2<z=vV2+V2 < 23 = \/2 +V2+2.
Formulim propozitia: p(n) : Zn < ZTpy1, n € N*. Etapa de verificare este imediatd. Presupunem
ci p(k) : zr < Tp41 este adeviratd si si demonstrim p(k + 1) : T4 < Tpyo. Pentru a proba
aceastd inegalitate, exprimim Zj.yj, Zx42 din-relatia de recurenti. Avem Tpy1 < Zpgo € V2+ 7 <
< V2 F Tpr1 © 2+ T < 2+ Ty1 © T < Tpy, adeviiratd pentru ci p(k) este adevirata. Deci p(n) este
adevirati Vn € N*, ceea ce arati ci sirul (z,) este astrict crescitor. 3) Daci 20 —z; =o® —3a+2 =
= (a — 1)(a — 2) avem cazurile:

a) a = 1= z, = 1, Vn, gir constant, care este monoton;
b) @ = 2 = , =2, Vn, §ir constant, care este monoton;
c) a € (0,1). Atunci se aratd inductiv ci z, € (1,2), Vn, . Cu aceastd observatie avem Tn41 — Zn =
=z3 — 3z, + 2= (Tn —1)(zn —2) <0, Vn, ceea ce aratd ci sirul este descrescitor.

Probleme propuse
1. S# se studieze monotonia sirurilor definite prin termenul general (n € N*).

n n+l In+2 2n—3 i 124+224+...+n?
= — ‘2: = — /3 — L a = e — .
F)zn n+1’ @) 2 n'’ ):z:n » (P n 2 /‘5{ 2n8 +5n2 +2n ’ )
~ 0 1 1 1 1 o ' 1.242.3+.. . +n(n+l
=145+5 = @z =— ;
£)$"—1+2+3+'"+n’ ‘7!)1:" n+1+n+3+ +n+n' 8) n3
of n 5 2
(@zn=\/n+1—\/n+2; ﬁ)%:w/n2+1—n; 11) :z:n=H( ) f) = 2L2k1;
k=1 k=1 3
K+k—2 = 4 4-8-...-(4n)
= 14 = 1—-——=); 1 = <
13) 70 = H WE+D 0 H( (2k—1)2)‘ 5).Zx = 5rovi s (@)’

k=1

=== H[ =l

2. Si se arate ci urmiitoarele giruri, definite prin termenul general, nu sunt monotone.
1) z, =14+ (-1)% 2) zp=(-1)"*"2; 3) z, =(-5)"; 4) zp=(-1)"n.
3. Studiati monotonia sirului dat de termenul siu general, in functie de parametrul a € R

an+1 s g O = o B _nta
1) izar= S 2):cn—n+1, 3):1:,1—n+1, 4):z:n—n+3.
4. S# se determine monotonia sirului dat prin relatia de recurenti.
1) z; € (0,1), Tn41 = ZTn—22, R ENY 2) 3y =1, Tpyy = 1422, n €N 3) 23 = V6, Tny1 = VB + Zns
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44—z
neN%; 4) $1=1,$n+1='3fz—n,"€N‘§ 5) (n+1)zp = nZns1, 71 >0, n € N*;

n

6) z1 = ,-'Bn+1—$n+1

2
1 ;
8) $1>0,$u+1=§(In+%_),n€N';a>0§ 9) z; =0, Tp31 = V6 — Tp, n € N™.

2
sl , n € N¥

,meEN% 7))z >0, =
). 1 Tn+t P

Progresia aritmetica
Girul 1,2,3,...,n,n+1,... reprezintd girul numerelor naturale nenule si are proprietatea ci diferenta a
doi termeni consecutivi, incepénd cu al doilea, esteegali cuumu (2—1=3-2=...=n+l-n=...=1).
Altfel spus in acest gir fiecare termen (incepand cu al doilea) se obtine din precedentul prin adingarea
wnitdtii (2=1+1,3=2+1,...,n+1=n+1,...).
De asemenea girurile:

(2n): 2,4,6,...,2n,2n+2,... (n>1)

(2n+1): 1,3,5,...,2n+1,2n+3,... (n>0)
au calitatea ci diferenta a doi termeni consecutivi, incepind cu al doilea, este constantd egald cu doi
4-2=6—4=...=2n+2—-2n=...=23-1=5-3=...=2n+3—(2n+1)=...=2).
De asemenea, sirul: 1,—1,—3,-5,...,1—2n,... (n > 0) are proprietatea ci diferen{a oriciror doi termeni
consecutivi, incepand cu al doilea este aceeasi egald cu(—2).
Astfel de siruri le vom numi progresii aritmetice.
Mai precis are loc urmitoarea:

Definitie. Sirul (an)n>1 pentru care fiecare termen al sén, incepind cu al doilea, se obtine din

precedentul prin adidugarea aceluiasi numir r se numeste progresie aritmetici.

Numiirul r se numegte ratia progresiei.

Deci (an)n>1 este progresie aritmeticd daci avem relatia de recurentd
Qp=Gp-1+T,Mm>25ig =a€R.

.Asadar pentru a proba c3 sirul (a;) este progresie aritmetici trebuie ardtat ci diferenta a doi
termeni consecutivi a,—1, @, este constants:

ap — Gy = constant, Vn > 2

Si observiam cii daci se cunosc primul termen a; si ratia r pentru progresia aritmetici, atunci aceasta
este bine determinati, in sensul ci se pot determina toti termenii acesteia: ap = a4, ag = ag+r = a;4+2r
etc.

Deci in rezolvarea problemelor cu progresii aritmetice acest fapt este foarte important deoarece se exprima
datele problemei in functie de a; §i r.

In concluzie:

orice problem3 cu progresie aritmetici poate fi reformulati cu ajutorul lui a; si 7.

Notatie. Faptul ci sirul (a,) este o progresie aritmetici se marcheazi prin: < ay,03,---,0x5,--- Sal

+(aqn).
Se spune ci numerele ay, ag, - - - , a, Sunt in progresie aritmetici daci sunt termenii consecutivi ai unei
progresii aritmetice, adici daci aps — @1 =63 — 03 = ... =0p —ap—1-

Problemi rezolvati
Se consideri sirul (an)s>1 cu termenul generala, =Tn—12,n > 1.
a) Si se stabileascs daci sirul dat este o progresie aritmetici si apoi si se calculeze primii
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cinci termeni. :
b) Stabilii care din numerele de mai jos este termen al girului (a,):
13.988; 235; 688.

R. a) Pentru a preciza daci girul este progresie aritmetica calculim diferenta a doi termeni consecutivi
oarecare G, @np—j i avem: :

@n —ap_31 =Tn— 12 —[7(n — 1) — 12] = 7 = constant ,Vn > 2.
Cum aceasti diferentd este constanti, egald cu 7, ea reprezintd ratia progresiei aritmetice. Deci r = 7.
Primul termen este a; = —5. Avem: a3 = —5, a2 = 2, a3 =9, a4 = 16, a5 = 23.
b) Un numir A este termen al sirului (a,) daci existi n € N* pentru care a, = A. A-l determina pe n
inseamni si rezolvim ecuatia a, = A. Numdrul natural n (daci exist3) reprezintd rangul termenului din
§ir care este egal cu A.
Pentru A = 13.988 avem ecuatia 7n — 12 = 13988 cu solutia n = 2000.
Deci numirul A4 = 13988 este termenul asggo.

247
Pentru A = 232 se obtine ecuatia 7n — 12 = 235 cu solutia n = —— care insd nu este numdr natural.

f §
Deci nu exista termen al girului care si fie egal cu 235.
In fine, pentru A = 688, ecuatia 7Tn — 12 = 688 are solutia n = 100.
Prin urmare numirul A = 688 este termen al girului §1 anume ajgo-

Proprietatile progresiei aritmetice

A1l (Monotonia). Progresia aritmetici (a),>1 este un gir:
e strict crescitor, daci ratia r > 0;
e strict descrescitor, daca ratia r < 0.

Demonstratie. Din a,+1 — @, =7, n > 1 se deduce imediat proprietatea. g

A2 (Formula termenului general). Daci sirul (a,) este o progresie aritmeticd avind primul
termen a; §i ratia 7, atunci termenul general a, are forma: @, =a;+(n—1)r,Vn>1

Demonstratie. Se face prin inductie matematici. g

Observatie. Aritati ci (an)n>1 este progresie aritmetici daci si numai dacé existd a,b € R, astfel incat
@, =a-n+b,Vn > 1. Folosind acest rezultat aritati ci dacd +(an), =(bn), Cu @n; = bp,, @ny = bpy,
ny # ng, atunci a, = by, Vn € N*.
Si observam ci termenul general I-am exprimat in functie de a; si 7, cele doud elemente care definesc
bine o progresie aritmetica.
Urmiitoarea proprietate da o caracterizare a progresiei aritmetice.

A3. Sirul (an)n>1 este o progresie aritmetica daci gi numai daca orice termen al sdu, incepand cu

Qn—1 + Gn41
_— T Vn>2

al doilea, este medie aritmeticd a termenilor vecini lui, adicd dacd a, = 2

Demonstratie. Daci girul (a,) este progresie aritmetici de ratie r, atunci ¢, = @,_1+7, @ = @1 —T-
Adunand aceste relatii, membru cu membru, rezultd 2a, = a,—1 + any1.

Gn-1+an4+1 g
o scrisa sub forma 2a, = ap,—1 + @n41 SaU Gy — Gp—] = Apy1 — Gp;y

n > 2, se deduce ci diferenta a doi termeni consecutivi ai girului (a,) este aceeasi, ceea ce arati ci girul
(a,) este progresie aritmeticd. g

Reciproc, din relatia a, =
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Observatii. 1) Are loc relatia ceva mai generald, a, = M, 1<k<n care arati ci un

termen al progresiei, incepand cu al doilea, este media aritmetica a oriciror doi termeni egal depirtati de
el si reciproc. :

2) Cu aceastd proprietate se poate scrie faptul cd numerele a, b, c sunt in progresie aritmetici (daca
sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice) dacd gi numai daci: 2b = a + c. (Altfel aceste
pumere se pot lua de forma: b—r, b, b+7).

Pentru ca patru numere a,b,c,d si fie in progresie aritmetici (daci sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice) avem conditia echivalenti: ‘

9b=a+c, 2c=>b+d (obtinuti din egalititileb—a=c—b=d—c).

Exemplu. Si se determine z, y, astfel incat numerele 2, z, y, 8 si fie in progresie aritmetici.

R. Cele patru numere sunt in progresie aritmetica daci au loc simultan egalititile: 2z = 24y, 2y = 2+ 8.
Solutia acestui sistem este z = 4, y = 6. Deci numerele in progresie aritmeticd sunt: 2, 4, 6, 8.
Observatiie. Se pot lua cele patru numere in progresie aritmetici de forma 2, z =2+ r, y = 2+ 2r,
8 = 2 + 3r. Din ultima egalitate se obtine r = 2 si deci z =4, y = 6.

Uneori in aplicatii este util a lua cele patru numere in progresie aritmetici de forma: zg — 3r, 29 — 7,
zg + T, To + 37, cand ratia este 2r.

Cinci numere reale a, b, ¢, d, e sunt in progresie aritmetici daci si numai daci 2b = a + ¢,
2¢ = b+d, 2d = c+ e. Este convenabil si alegem cele cinci numere: ¢ —2r,¢c—1, ¢, c+ 71, c+ 2r.

Probleme rezolvate

1. Progresia aritmetici (a,)n>1 de ratie r este definiti prin anumite elemente date. Deter-
minati, in fiecare din cazuri, elementul cerut. a) a; = 3, r = 2. Calculati a;5;
b) az = 55, r = 3. Calculati a;; ¢) a; = —2, aps = 22. Calculati r; d) a; = 3, a3 = 7. Calculati a;q;
e) ag = 10, a7 = 19. Calculati a1, 7; f) a1 + a7 =42, ajp — a3z = 21. Calculati a,, 7.
R. a) Formula termenului general este: a, = a; + (n — 1)r. Pentru n = 15 avem: a5 = a; + 14r =
3+14-2=31.
b) Din a = a; + 197 = 55 deducem a; = 55 — 19r = 55 — 57 = —2.
¢) Din ags5 = a; + 24r = 22 se obtine 24r = 24 sideci r = 1.
d) Avem; a3 =a; +2r=7,lardeaicir=2. Acumajg=a;+9r =3+9-2 = 21.
€) Avem sistemul: { Z: ; Z; ig: ; ig
f) Se scriu cele doui relatii in functie de a; si r §i avem sistemul:
a; + (a; + 6r) = 42

{ a1+ 9r —(a; +2r) =21
2. S3 se arate cd dacid numerele a, b, c sunt in progresie aritmetic3, atunci gi numerele
Ay = a® — be, Ay = b% — ca, A3 = ¢ — ab sunt, de asemenea, in progresie aritmetici.

cu solutia a; =1, r = 3.

cu solutia @a; =12, r = 3.

R. Faptul ci a, b, c sunt in progresie aritmetici il exprimim prin 2b = a + c¢. A afirma ci numerele 4;,
A3, A3 sunt in progresie aritmetici revine la a ardta ci 24, = A;+ A3 sau 2b® —2ac = (a? —bc)+ (c2 —ab)
sau b(2b + a + ¢) = (a + c)? sau 2b(a + c) = (a + ¢)?, evident daci tinem seama de conditia 2b = a + c.
3. Dac#i numerele a;,as,... ,a,l, sunt in progresile aritmetic3, si se calculeze sumele:

1 1
Si=— 4 —+...+ , 5= + +eict———,n2>3
"7 4105 003 Gn_10n 2T Vai+ @ | Jaz++Jas V@n=1+/an :
in functie de a;, r si n.

R. Ideea este de a scrie un termen oarecare al fiecirei sume ca diferenti de doi termeni de acelasi tip.
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1 1
Pentru prima suma avem: =- (L =l , k > 2, ceea ce usor se poate constata. Atunci S} =
@18k T \Gk-1 Gk
| e Dl | 1 1 1 1o £ e 1 (n—1)r n—1
=t ———F b — =) == ——— ) == = ]
r\@ag a a a3 Gp_1 Gy r\a; an/) raa+@m—-1r] afa+(@m—1)r]
Pentru a doua sumi, termenul general este (se rationalizeazi):

1
B B/ L 2y
Deci:

So= L (VE— VaT+ VE— VE e an— am) = 1 (Va = V) = S (Vart (= 1 - Va).

A4. Daci numerele a;,as,...,a,-1,a, sunt in progresie aritmetica, atunci:

a1+ aa=ay+ay1=...=a+8y k41, V=10
Suma oriciror doud numere egal depirtate de numerele extreme (ax + @n—k4+1) este egald
cu suma numerelor extreme (a; + @xn)-

Demonstratie. Se scriu toti termenii in functie de primul termen a; si ratia .
Avem: e+ appry=a1 +(E—1r+a+(n—k)r=2a;+(n—1)rs

a1 +ap=a1+a;+(n—1)r=2a;+@n—-1)r,
ceea ce probeazi afirmatia. g

A5 (Suma primilor n termeni). Daci (an)n>1 este o progresie aritmeticd, atunci:
o (@1 +an) .

2
Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice este egald cu produsul dintre semisuma
termenilor extremi si numdrul termenilor sumei.

Sp=a1+as+...+a, n,n>1.

Demonstratie. Scriem de doui ori suma Sy,
Sa=a1+a2+...+an
Sp=6p+Gp1+...+tay

si prin adunare avem:
2S5, = (1 + an) + (@2 + @n-1) +... + (@n + @1).

Tinand seama de A4, fiecare parantezi din dreapta este egald cu a; + @n.
a3 +an

Deci 25, = n(a; + ap), adicd S, = 5 " m
Observatii. 1) Suma S, se poate exprima in functie de primul termen e §i ratia r astfel:
[2e¢; + (n — 1)r]n
Sp = 2 -
2) Si observim ca termenul general a, se poate exprima cu ajutorul sumelor Sn. Mai precis
an=Sn_S‘n—l)V‘n22

intr-adeviir din S, = @1+ 62+ ...+ an—1+ap §i Sn—1 = a1 +...+ ap_) prin scidere rezulti relatia dorita.
3) Aritati ci =(an) & existd a,b € R, astfel incat S, =an®+bn, Vn> 1. :

Probleme rezolvate

1. Progresia aritmetici (@n)n>1 de ratie r este definitd prin anumite elemente date. Deter-
minati, in fiecare din cazuri, elementele cerute.

a)a;=-3,r=3. Calculati ejp §i Si0- b) a; = 116, ag = 137. Calculati r si Ss.

c) a) =12, @, = —44, S, = —240. Calculati r si n.  d) a3s = 2, S3s = 324. Calculati a, si .
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e) a1 = 17, r = 6, Sp = 369. Calculati n si a,. f) a, =290, S, = 3900, r = 10. Calculati a; si n.

g) a1 +as + @12 + a19 = 224. Calculati Sjq. h) S; = Sp, m # n. Calculati Sy, .
210

R. a) Avem: ajg =a; +9r =—3+9-3=245i S = a“;“"’ 110= == = 105.
b) Din ag = a1 + Tr = 137, deducem r = 3. Pentru Sg avem: Sg= ol -;—ag -8 =1012.
c) Din Sn = 01 7t On ‘n= '—240 rezultd n = 15, iar din a5 = aj + 14r = —44 se obgine r=-4.
d) Avem sistemul (se scriu elementele in functie de primul termen a; si ratia T):

al + 35T = 2 ] 2

(2ay + 357)36 g0y cu solutia a; =16, r = Wi
) I 2o+ ('; U, . se0resiiltd ecintin 3n? 4o 14n"= 360+ 0cusoliftian/= 9:Acum
a9=a1+81'=65.

a1+ (n— 1)r = 290 a1 +10(n — 1) = 290

f) Avem sistemul: { [2a; + (1; —1)7)n T (a1 +2290)n aanaiiey solutiile

(n1 =39, a1 = —90), (n2 = 20, a; = 100).

a1t aly 19. Cum a; +aj9 = ag+a19, ipoteza di 2(a; +a19) = 224, adicd a; +a19 = 112.

g) Avem: Slg -

259 5 ot

Acum Sjg =

2 - 2 =
a1+ (m—1)r e 20+ —1)r n, iar de aici (m # n) dupi unele

h) Din Sp, = 'Sn se deduce -
201 +(m+n—1)r

calcule 2a) + (m+n—1)r =0. Acum Spyn = 5 (m+n)=0.

2. Determinati termenul general al sirului (z,),>0 definit prin relatia de recurents
Tp4l = Tn +n, n > 1 dacd z; = 0 si stabiliti dacd girul este monoton.
R. Din relatia de definire a sirului rezultd z,4+) — =, = n > 0, adicd Tp41 > Tn, ceea ce aratd cid sirul
este strict crescitor. Pentru a determina expresia termenului general z,, vom scrie relatia de recurentd
pentru n — 1,7 —2,...,2,1, cind avem:

Tn=ZTp-1+n-—1

Tp-1 = Tp-2+7n—2

.....................

To =11+ 1.
Adunate, membru cu membru, aceste relatii dau

Tn=21+1+2+...+(n—-2)+(n—-1).
Suma 1+2+...+ (n — 1) reprezint suma a (n — 1) termeni in progresie aritmetica de ratie 1 gi primul
1+('r2z—1) ) o n(nz— 1)- Dot im (n-—21)n.
3. Dacy S, = 4n? — 3n reprezintd suma primilor n termeni ai sirului (a,),>1 atunci: a) si se
determine a,; b) si se arate ci sirul (a,) este o progresie aritmetici.
R. a) Din relatia an, = Sp — Sp_1, 7 > 2 rezulti:

an=4n?-3n—-[4(n—-1)2-3(n—1)]|=8n—-T,a1 =51 = 1. _
b) Calculim diferenta a doi termeni consecutivi ~ @py; — @, =8(n+1)—7—(8n—7) =8, n>1 si,
constatdm ci r = 8 reprezintd ratia progresiei in care a; = 1.
Observatie. S-ar fi putut calcula @ si 7 din §; = @) = 1, S3 = a; + a2 = 10. De aici az = 9 si deci

termen egal cu 1. Gisim cd valoarea ei este
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r = 8. Se verificd ugor ci pentru a; = 1§i r = 8 suma S, = 4n% — 3n reprezintd suma primilor n termep;
ai acestei progresii aritmetice.

4. Si se rezolve ecuatia: 2+ 548+ ...+ = 155.

R. S& observim cé termenii sumei sunt in progresie aritmetici de ratier=3(5—-2=8-56=...= 3).

Notdm z = a,. Atunci suma din stinga egalititii devine: [a2kine )l = 155.

Rezolvind aceastd ecuatie gisim n=10sgideci z =a;p=2+9-3 = 29.

5. Unghiurile interioare succesive ale unui poligon formeazi o progresie aritmetic, avand
primul termen 120° si ratia 5°. Cate laturi are poligonul ?
R. Notand cu n numdérul de laturi avem: a, = 120° + 5°(n — 1) si reprezinti misura celui de-al n-leg

AT % n, (1). Pede alta parte S, = 180°(n —2), (2),

Egaland (1) cu (2) rezulti ecuatia n? — 25n + 144 = 0 cu solutia corecti n = 9.

* unghi. Suma unghiurilor poligonului este S, =

Progresia geometrici

Sa analizim sirurile de numere: 15063, 09, 2Tz3- (1)
1741

% @ 5l 5e D)

—2iBaf L | (@)

=3 Shgr=ofioan 1.in =(4):

Pentru girul (1) observim ci fiecare termen, incepand cu al doilea, se obtine din precedentul inmultit
cu 3. De asemenea vedem cd termenii sunt dispusi in ordine crescitoare: 1 <3< 9<27<....
Pentru sirul (2) functioneazi o reguli aseminitoare: orice termen, incepand cu al doilea, este egal

2 1 . o X
cu precedentul inmultit cu numarul > Termenii sunt aranjati, in acest caz, in ordine descrescitoare:

2>1>%>1>....

Cel de-al treilea sir (3) are termenii structurati dupi o reguld aseminitoare celorlalte siruri de mai sus:
orice termen, incepénd cu al doilea, se obtine din precedentul inmuliit cu 3.

Termenii girului sunt dispusi descrescitor: —2 > —6 > —18 > ....

In fine, pentru sirul (4), orice termen, incepand cu al doilea, se obtine din precedentul inmultit cu (—2).
Termenii alterneazd in sensul cd, unul este negativ, urmitorul este pozitiv. Regula constatatd mai sus
se poate reformula astfel: catul a doi termeni consecutivi, incepand cu al doilea, este constant

(pentru sirul (1) acest raport este 3, pentru (2) este %, pentru (3) este 3, iar pentru (4) este (—2)).

Sirurile cu aceastd proprietate se numesc progresii geometrice.
Mai precis, avem urmdtoarea:

Definitie. Sirul (bn)n>1 cu b1 # 0 (primul termen) pentru care fiecare termen al siu, incepand cu
al doilea, se obtine din precedentul prin inmultirea cu acelasi numir g # 0 se numeste progresie
geometrici. Numdrul ¢ se numeste ratia progresiei.

Deci (bn)n>1 este progresie geometricd daci avem relatia de recurent:
b, =0 ~-1-q,n>2giby=beR.

Asadar pentru a proba ci sirul (b,) este o progresie geometrici trebuie aritat ci raportul a doi termeni
consecutivi b,_1, b, este constant:

bn
bn— 1

= constant, Vn > 2
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Ca si in cazul progresiei aritmetice, primul termen b; i ratia q determini bine progresia geometricid in
gensul cd se pot determina toti termenii acesteia: by = by - q, b3 = ba - ¢ = b1¢2, etc.

in concluzie: orice problemd cu progresie geometrici poate fi reformulati cu ajutorul lui b;
si q- ;

Notatie. Faptul ci sirul (b,)n>1, este o progresie geometrici se marcheazi uneori prin:

++ bi,bg,...,bp,.... Se spune cd numerele by,b,...,b,1,b, sunt in progresie geometrici daci
b3 bn

e

sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice, adici daci 53
1

Problema rezolvata

Fie girul (bp)n>1 cu termenul general b, =3-2% n > 1.

a) S4 se stabileascd dacd girul dat este o progresie geometrici, calculand apoi primii cinci

termeni.

b) Stabiliti care din numerele urmitoare este termen al progresiei: 24; 96; 123.

R. a) Pentru a vedea dacd girul este o progresie geometrici se calculeazi raportul a doi termeni consecu-

bn+1 3. 20

by S3.on
cd girul este o progresie geometricd de ratie ¢ = 2 avand primul termen b; = 6. Avem by = 12, b3 = 24,

by = 48, bs = 96.

b) A stabili dacd un numir B este un termen al girului revine la a determina rangul n € N* pentru care
b, = B. Pentru B = 24, din 32" = 24 rezultd 2" = 8, adici n = 3. Agadar b3 = 24. Daci B = 96, atunci
din 3-2" = 96 rezulti 2" = 32, adici n = 5. Deci b5 = 96. In fine, pentru B = 123 din 3- 2" = 123 rezulti
2" = 41. Cum aceastd ecuatie nu are solutie in N* deducem ci 123 nu este termen al sirului.

tivi: =2, Vn 2> 1. Cum acest raport este constant (nu depinde de rangul n) deducem

Proprietatile progresiei geometrice

G1 (Monotonia). Fie (bp)n>1 0 progresie geometrici de ratie q.
Dacd: eb; > 0sig> 1, atunci (by,) este strict crescitor:
<< o<y <Baabs o
e by > 0si g€ (0,1), atunci (b,) este strict descrescitor:
bi >l sl s b By s
e by < 0sig> 1, atunci (b,) este strict descrescitor;
e by <0siqe€(0,1), atunci (b,) este strict crescitor.

Demonstratie.
Din bpy1 = by - ¢, n > 1 si informatiile despre b; si g conduc la concluziile din proprietate. P~

G2 (Formula termenului general). Daci sirul (b,)n>1 este o progresie geometrici
de ratie g, atunci termenul general b,, are forma b, =b;-¢* !, Vn>1

Demostratie. Se procedeazi prin inductie matematic. o

Observatie. prstati ot 4+ b, « existd a,b € R¥, a 2 1, astfel incat b, = ba®, Vn > L.

Folosind acest rezultat aritati ci daci avem = (bn), == (cn) cu bp, = cny, bn, = €nyp, n1 —no impar, atunci
by = Cn, V1 2> 1.

Trebuie observat ci in aceastd formuld un termen oarecare al progresiei se exprimi in functie de primul
termen b, i de ratia g, cele doui elemente care definesc in intregime o progresie geometrica.
Urmitoarea proprietate di o caracterizare a progresiei geometrice cu termeni nenuli.
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