2.4. FUNCTIE NUMERICA. OPERATII CU FUNCTII NUMERICE

Deﬁﬁi;ie. Fie A,B CR. O functie f : A — B se numeste functie numerici sau functie
reala de variabila real&.

Exemple. 1) f: lR'—+ R, f(z) = z (functia identici); 2) f:R — R, f(z) = 22 — 3z;
3) f:(=00,0) =R, f(z) =2 —-3; 4)f:Z—R, f(z)=3z2+1; 5)f:[0,1] =R, f(z) = zv/z.

Fie A o multime nevidi si f,g : A — R, doud functii reale (f,g € F(4,R)).

Definitii. 1) Functia f 4+ g : A — R definitd prin (f + g)(z) = f(z) + g(z), Yz € A, se numeste
suma dintre functia f si functia g.
2) Functia f - g: A — R definitd prin (f - g)(z) = f(z)g(z), Vz € A, se numeste produsul
functiilor f si g.
i . (@)
3) Functia T A—{z | g(z) =0} — R definiti prin ” (z)= pry Ve A, g(z) #0
se numeste catul dintre functia f si functia g.
4) Se definegte produsul dintre un numair real « si o functie f : A — R, ca fiind functia

af : A—- R, (af)(z) = af(z), Vz € A.
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Observatii. 1) Daci functiile f, g nu au acelasi domeniu maxim de definitie Dy # Dy, atunci primelg
doui functii (suma si produsul) se vor defini pe Dy N D, (daci aceastd multime este nevidi), iar a treig
functie (catul) se defineste pe o submultime a lui Dy N D, pentru care g(z) # 0.
2) Similar definim suma si produsul a n functii f;: A —= R, i =1,7,
fit ot et fa: A=R, (it fat .o+ f) (@) = fi(z) + fo(z) + ... + fn(z), VT € A
Suma functiilor intr-un punct este egald cu suma valorilor functiilor in acel punct.
Daca functiile sunt egale, fi = fo=...= fp = f, atunci f+ f+...+ f =nf si (nf)(z) = nf(z), z € A.
Produsul celor n functii se definegte astfel:
ficforeeifat AR (fi- for.. - fn) (2) = fi(2)fo(2) ... falz), VT € A.
Produsul functiilor intr-un punct este egal cu produsul valorllor functiilor in acel punct. Dacd functiile
sunt egale, fi=fo=...= fo=f,atunci f-f-...- f=f"si fM(z) = (f(=)", z € A.
3) Daci f,g : A — R, atunci definim diferenta dintre functia f i functia g ca fiind functia f—g: A - R,
(f — 9)(z) = f(z) — g(z), Vz € A. De fapt, diferenta f — g este suma f + (—g), unde —g = (—1)g.
4) Daci f,g: A — R, atunci definim h,i : A — R, h(z) = max (f(z), 9(z)), i(z) = min (f(z), g(z)) unde

max (a,b) = (a, a > b; b, a <b), min(a,b) = (a,a < bjb,a> b).
Exemple. 1) Fie f,g : R = R, f(z) =3z +1, g(z) = —z +3. Atunci f+g, f—g, f-9:R— R prin
(f+9)(z) = f(z)+g(z) =3z+1—z+3 =2z+4, (f—g)(z) = f(z)—g(z) =8z +1—(-z+3) =4z -2,
(f - 9)(z) = f(z)g(z) = (3z + 1)(—z + 3) = -3z + 8z + 3.

flz) _3z+1

f i = ( )
Pentru catul = observim ci g(z) = 0 pentru £ = 3. Deci = : R— {3} = R,

- g(z)=0p i _{} (z) = @) e
2) Fie f : R = R, f(z) = z+1, g : [-3,0) = R, g(z) = vz+3. In acest caz Dy = R,
D, = [-3,00). Deci Dy N Dy, = [-3,00). Pe multimea Dy N Dy definim functiile f + g, f — g,
f-gprin (f +9)(z) = f(z) + 9(z) = z+ 1+ Vz+3, (f —9)(z) = f(z) —g(z) =z +1-Vz+3
(f - 9)(z) = f(z)g(z) = (z + 1)Vz +3. Cum g(z) = 0 & = = —3 € Dy N Dy, se impune eliminarea luj
—3 din aceastd multime pentru a obtine domeniul maxim de definitie pentru =.
3) Aritati ci nu existd f : R — R, astfel incat f(z)+ f(2—z) ==z, Vz €R.
Particularizim z in relatie. Pentru z = 0 si z = 2, rezultd f(0) + f(2) = 0si f(2) + f(0) = 2, iar de aici
0 =2, fals.

Proprietiti ale adunarii functiilor
Fie F(A, R) multimea functiilor definite pe A cu valori in R. Atunci are loc urmétoarea:

Teoremi. Pentru operatia de adunare pe (A, R) au loc proprietitile:
1) (f+9)+h=f+(g+h), VYf g h € F(AR) (adunarea functiilor este asociativi);
2) f+g=g+f,Vf,g€ F(AR) (adunarea functiilor este comutativa);
3) existd functia 0 € F(A4,R), 0(z) =0, Vz € A astfel incdt 0+ f=f+0=f,Vf¢€ F(A,R)
(0 se numeste functia nuli i este element neutru pentru adunarea functiilor);
4) Vf € F(A,R), I(—f) € F(A,R) astfel incat f+ (—f)=(-f)+f=0
(orice functie f are o opusi (—f)).

Demonstratie. Adunarea numerelor reale se bucurd de astfel de proprietdti. g

Proprietiti ale inmultirii functiilor

Urmitorul rezultat vine si faciliteze calculul algebric in care este implicati operatia de inmultire a funcfi-
ilor. Mai precis, are loc urmétoarea:
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Teoremd. Pentru operatia de inmultire pe F(A,R) au loc proprietitile:
1) (f-9)-h=f-(g-h),Vf,g,h € F(AR) (inmultirea functiilor este asociativi);
2) f-g=g9-f,Vf,9 € F(AR) (inmultirea functiilor este comutativi);
3) existd functia 1 € F(4,R), 1(z) =1,Vz € A astfel incat 1-f=f-1=f Vfe F(A,R)
(1 se numeste functia unitate pe multimea A si este element neutru pentru
inmultirea functiilor). :

Demonstratie. Exercitiu. g

Legitura dintre cele doud operatii de adunare si inmultire pe 7 (4, R) este datd de urmitoarea:

f-(g+h)=Ff-9+f h,Vf,g,h€ F(AR).

Demonstratie. Rezultd imediat din faptul cd inmultirea numerelor reale este distributiva in raport cu
adunarea numerelor reale. g

Proprietati ale inmultirii functiilor cu numere reale

‘ Propozitie. Inmultirea este distributivii in raport cu adunarea pe F (A, R), adica

Se verificd imediat proprietatiile:

1) (e+B)f = af + ff, Vo, BER,V f € F(A,R).
2) a(f +9) = af + ag, Va €R, V f,g € F(A,R);
3) a(Bf) = (aB)f, Vo, BER, V f € F(A,R);
4)1f = f,V f € F(A,R).

2.5. REPREZENTAREA GRAFICA A UNEI FUNCTII NUMERICE.
GRAFICUL UNEI FUNCTII

Definitie. Fie o functie f : A — B. Se numegte graficul functiei f multimea de cupluri
Gr={(2,f(z)) | z€ A} ={(z,y) | z € A,y = f(z)}.

Se observd ci Gy C A x B.
Exemple. 1) Fie functia f : A — B, definitd prin diagrama de mai jos.
Graficul functiei f este multimea

Gy ={(1,a),(2,a),(3,b)}. 1
2) Fie functia numericd f : A — B definitd prin tabelul de valori:
z |-10 1 2 2
f(z) | 2 3 -20 3
acest caz, graficul lui f este multimea de cupluri:
Gy ={(-1,2),(0,3),(1,-2),(2,0)}. A > B

Probleme propuse
L. 83 se determine multimea G ; pentru fiecare din functiile urmétoare:

AP s,(z)}-»rm, #a) = sk

1) f : {_2)_1101 1} = R: f(:l!) o m2; 2) f: {_gygazzagx

3) f:{-3,-2,1,4,5} = R, f(z) = [gﬁi;]
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2.Fie f :R — R, f(z) = mz+2m—1, m € R. Si se determine m daci (2,3) € Gy.

3.S% se determine functia f : R — R, f(z) = (1 —m)z + 2m, m € R, dacid (1+m,m —1) € Gy.
4. Graficul functiei f : R — R, f(z) = az + b contine punctele (—1,2), (2,5). Precizati dac
punctele (-2,1), (0,5), (3,6) apartin graficului functiei f.

este corect definita.

5.5 se arate cd functia f: R — [-1,1], f(z) = 1 +$x2
6.Si se arate ci nu existd functie care si contind punctele (1,-2), (—1,3), (1,0).

7.S% se arate ci nu existi functie f: R — R, f(z) = az® +br +¢, a,b,c € R, a # 0, pentru care
(-1,1),(0,3),(1,5) € Gy.

8.S4 se arate ci nu existii functie f : R — R pentru care f(z)+ f(1-z)=z+ 1, Vz €R.

9. Fie functia f: R —= R, f(z) = ((e + b)z + 1,z < 1;(2a — 3b)z,z > 1). Si se determine a,b € R,
astfel incat (—1,2),(2,6) € Gy.

Lecturi grafice

Daci functia f : A — B este o functie numerica, atunci am vizut la produsul cartezian Ax B C R xR
ci unui cuplu (z,y) din A x B ii putem asocia in planul in care considerim un reper cartezian (planul
cartezian) un punct M(z,y) (punctul M avind coordonatele z, y, componentele cuplului). Cum multimea/
R x R se reprezintid geometric prin planul cartezian, deducem cd: graficul unei functii numerice se
reprezinti geometric printr-o anumiti submultime a planului. Aceastd submultime a planului se
numeste reprezentarea geometrici a graficului functiei. Reprezentarea graficd a unei functii f : A = R
este, in general, o curb, numiti curba reprezentativii a functiei f si notatd C; = {M(z,y) | z €
Ay = f(z)}.

Relatia y = f(z) se numeste ecuatia curbei reprezentative a functiei f in raport cu reperul ales.
Pe scurt, prin reprezentarea grafici a unei functii f se infelege reprezentarea geometricd a multimii Gy
intr-un plan cartezian. Prin abuz de limbaj, in loc de reprezentarea geometrica a graficului
unei functii vom spune simplu graficul functiei f, iar prin scrierea M(z,y) € Gy se va intelege
M(z,y) € Cy, adicd y = f(z).

Testul liniei verticale

Dat fiind un grafic intr-un reper cartezian zQOy se poate stabili dacd acesta este graficul unei functii astfel:

daci orice dreaptd paraleli cu Oy, z = m, m € R, taie graficul in cel mult un punct, atunci
acest grafic este graficul unei functii f : R — R.

Aceasta inseamni ci pentru un z = m € R, existd cel mult un y € R astfel incat f(z) =y, unde (z,y)|
daci existd sunt coordonatele punctului de intersectie intre dreaptd si grafic.

Exemplu. In figurile de mai jos doar a) si d) sunt grafice de functii.

ya A e ya

\ y
4l 4

‘ : L y P
73 [, M B bl 2

a) b) 0) d)

.

=V
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Imaginea unei functii. Preimaginea unei functii

Fie f : A — B. Din definitia functiei, fiecirui element z € A i se asociazi prin functia f un unic element
f(z) € B, numit imaginea lui z prin f sau valoarea functiei f in z.

B

Definitie. Fie f : A — B, iar A’ C A. Se numegte imaginea lui A’ _J_}fk_\

prin f, notatd f(A’), submultimea lui B formati din elementele il s \ G

care sunt imagini prin f a cel putin unui element din A’. :5:.{ ¢ 1;\

Deci, f(A") ={f(z) | z € A’} sau |ix "
f(A) = {y € B | 3z € A’ astfel incit f(z) = y}. 0 a_fb x

Geometric, pentru a obtine f([a,b]) se duc dreptele =z = a, z = b, paralele cu Oy, care delimiteazi o
portiune din graficul Cy. Se proiecteazd aceastd portiune pe axa Oy si se obtine f([a, b]).

Exemple. 1) Considerdm functia f : {1,2,3,4} — {a,b,c,d} datd prin diagrama cu sigeti (fig. 5). Fie
A'={1,2,3}. Atunci f(4') = {f(1), F(2), (3)} = {a,}.

2) Fie functia f : {-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4} definitd prin f(z) = z + 1. Dacid 4’ = {—1,2}, atunci
f(AI) = {f(—l), f(2)} = {0’3}7 iar dacd A’ = {_1’ 173}7 atunci f(A,) = {f(_l),f(1)7f(3)} = {01 2, 4}'

fa)
b
4 d
f

Fig. 6

Fig. 5

Observatie. Fie o functie numericd f : A— B si A’ C A. Am viizut ci A este o submultime de puncte
de pe O, iar B este o submultime de puncte de pe Oy. Daci se di graficul functiei f, atunci se poate
intui cine este f(A’) (fig.6 a, b, ¢)

Definitie. Fie f : A — B. Se numeste imagine a functiei f,
notatd Im f sau f(A), partea lui B constituitd din toate imaginile
elementelor lui A.

Deci, Im f = f(A) = {f(z) | = € A} sau
Im f = {y € B | 3z € A astfel incat f(z) = y}.

S remarcim faptul ci f(A) este o submulgime a codomeniului, deci a se face distinctie intre codomeniul
functjiei (sau multimea in care functia ia valori) si multimea valorilor functiei.

Geometric, pentru a obtine f(A) se proiecteazi tot graficul functiei pe axa Oy. Exemple. 1) Fie
functia f:{-1,0,1,2} — {a,b,c,d, e} definitd cu ajutorul diagramei cu sigeti (fig. 7).
Abunci Im f = {f(~1), £(0), £(1), f(2)} = {a,b,c} C B.
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2) Fie functia f: R — R, f(z) =0. Atunci Im f = {f(z) z € R} = {0}.

Fig. 7 Fig. 8

0, z<1

. In acest caz
1, z>1

3) Fie functia f: R = R, f(z) = {

Im f = {f(z) z € R} = {0,1}.

4) Fie functia f : [-1,2] — R, avand graficul din figura 8. Atunci Im f = [-2,1].

5) Fie functia f : [-3,3] — R, avand graficul din figura 9. Avem:

Imf = {f(z) z€[-3,3]} =[-3,-1) U [0,1].

6) Si se determine imaginea functiei f : [-1,2] — R, f(z) = 3z + 2.

Din —1 < z < 2 rezulti —3 < 3z < 6, iar de aici (se aduni 2 in toti membrii) —3+2<3z+2<6+2
adici —1 < f(z) < 8, ceea ce aratd ci

Imf C [-1,8], (1). S& ardtdm si incluziunea [-1,8] C Imf, (2).

Fie y € [-1,8] si s& probim ci y € Imf, adici existd = € [-1,2], astfel incat f(z) =y sau 3z +2=y.

-2
De aici, z = y_3_ Pentru a verifica cerinta z € [—1,2], si observim cd, din —1 < y < 8, rezultd
—-1-2<y—2<8-2sau-1< yT—Z < 2. Din (1) si (2) deducem Imf = [-1, 8].

Problema3 rezolvata
Fie f : A — B o functie. Si se arate ci dacid X,Y C A, atunci:

a) f(XUY)=f(X)Uf(Y); b)f(XNY)cf(X)Nf).

R. Pentru a demonstra egalitatea a doud multimi utilizim dubla incluziune.

a) Fie y € f(X UY). Deci existdi z € X UY astfel incat f(z) =y. Din 2 € X UY rezultd z € X sau
z €Y, ceea ce di f(z) € f(X) sau f(z) € f(Y), adicd y = f(z) € f(X)U f(Y). Cum y a fost arbitrar
din f(XUY), rezultd f(XUY) C f(X)U f(Y) (1).

Reciproc, din y € f(X)U f(Y) rezultd y € f(X) sau y € f(Y) si deci existd z € X astfel incdt
f(z) = y sau existd z € Y astfel ca f(z) = y. In ambele cazuri, 7,z € X UY, adici y € f(X uY)
si deci £(X)U f(Y) € f(XUY), (2) (aici, din X,Y C X UY rezultd f(X),f(Y) C f(XUY) si decd
f(X)U f(Y) C f(X UY)). Din (1) si (2) rezultd egalitatea.

b) Exercitiu.

Punctul a) ne permite si calculdim imaginea unei functii definite pe reuniune de intervale. Dacd un
element z din A este astfel incat f(z) =y se spune ci z este o preimagine a lui y.

Definitie. Fie f : A — B. Se numeste imaginea reciproci a unei parti B’ a lui B, notaté
f~1(B'), submultimea lui A formati din acele elemente ale ciror imagini prin f apartin lui B'.

Deci, f~1(B') = {z € A| f(z) € B'}. J

Daci se cunoaste graficul lui f, atunci se poate indica f~!(B’). Daci B’ = {b}, atunci pentru a afld
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f—l(B’) se rezolvd ecuatia f(z) = b (fig. 10, a). Daci B’ este un interval (fig. 10, b), atunci se duc
aralele prin capetele acestui interval la axa Oz, care delimiteazi portiuni de grafic pe care le proiectim
pe axa Oz. Multimea acestor puncte de pe Oz constituie f~1(B’).

VA VA
b /1 /
i

1 X2 0x3 x’ —~— N i

a) Fig. 10 b) Fig. 11

Sy

b 4

Exemple. 1) Se considerd functia f : {-1,0,1,2} — {1,2,3} definitd prin diagrama cu sigeti (fig. 11).
T = {1’ 2}1

f=XT) = {-1,0,1} In acest caz, f~1({1}) = {0}, deoarece f(0) = 1; f71({2}) = {-1,1} pentru ci
f-1)=Ff1)=2% F71({1,2}) = {~1,0,1}, deoarece f(—1) =2, f(0)=1;.f{1) =2

2) Fie f : R — R, f(z) = 3z. Imaginea elementului z = 1 prin f este f(1) = 3, deci o preimagine a lui
y =3 este z = 1. Cum f(z) = 3, adicd 3z = 3 di = = 1, se deduce ci z = 1 este singura preimagine a
lui y = 3. Prin urmare f~1({3}) = {1}.

3) Fie f : R = R, f(z) = 2 — z. Si determinim preimaginea elementului y = 2. Aceasta revine la
a determina acele valori ale lui = din R pentru care f(z) =2 @ 22—z =2 2 —-z-2=0 &
(z—2)(x+1) =0« (z =2sau z=-1). Asadar f~1({2}) = {-1,2}.

Probleme propuse

1.Fie f:Z — Z, f(z) = 3z. 1) Care din numerele —8, —6,15, 53 apartin Im f?
2) Pentru A = {z € Z | |z| < 2} determinati f(A).

8) Dacd B = {—24,-9,18,24} atunci determinati f~1(B).

2.Fie f:R =R, f(z) = (1,2 € Q;0,z € R - Q) (functia lui Dirichlet).

1) Care din numerele —2, —1, 0, 1, 2, v/3 apartin Im f?

2) Daci A; = {% |ne N*}, Ay = {\/n | n € N} atunci determinati f(4;), f(As).

10
3) Calculati Z [f(\/E) + f(—\/l;)].
k=1

3.Fie f:R—R, f(z)=(1,z€%;2,z€Q-Z;3,z € R-Q).

1) Pentru A = {—%, g, g}, determinati f(A). 2) Pentru A= {—3, %, g}calculati f(A).
3) Daci A = {—%, =2, 1} atunci precizati f(A).

4) Determinati f~'({1}), f1({2), f7({3}), F71({1,2}), F72({2,3}), F72({1,3}), F~1({1,2,3}).
4.Fie f:[=3,3] = R, f(z) = [z].

1) S se determine Im f.

2) Si se preCizeze f_l({_3})! f—l({—3a _2})1 f_l({_3:0})) f_l({_zi 1})

3) Care din perechile (—g, —3), (-—g, —1), (2,2), (151,2), apartin graficului lui f ?

5.54 se determine f: R — R, f(z) = az +b, a #0, daci f([0,3]) = [-1, 5]
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6. Fie f:(1,00) — Z, f(z) = :'_Fi

1) Sid se arate ci nu existd z > 1 pentru care f(z) = —1.
2) Si se determine Im f. 3) Sd se determine f~! ({0, %}), (23D

7. Si se determine f: R — R, f(z) =az+b, a # 0, dacd f~!([2,5]) = [-2,1].

8. Fie f:[1,3] = Z, f(zr)=2z+3sig:[a,b] = Z, a <b, g(z) = 3z + 2. S4 se determine a, b dac}
Im f =1Im g7

9. TUtilizati punctul a) de la problema rezolvatd pentru a calcula Im f in cazurile:

1) f:[-2,3] =R, f(z) = (2z,z € [-2,0];1 -2z, z € (0,3));

2) f:[0,4 — R, f(z) =1,z €[0,1);-1,z € (1,2); 3z, z € [2,4]);

3) £:[0,11U (2,3) — R, f(z) = (2z,z € [0,1]; -2z, z € (2,3)).

Schema analizarii unui grafic

1) Domeniul si multimea de valori ale functiei

Daci f : A — B este o functie numerici, atunci in reperul zOy multimea A este o submultime de
puncte de pe axa Oz, iar B este o submul{ime de puncte de pe axa Oy (M(z,y) € Cy, unde
z € A, y € B) (fig. 12.a)) (am tinut seama de corespondenta dintre multimea R si multimea punctelor
de pe axa reald — unei submultimi din R ii va corespunde o submultime de puncte de pe axa reald).
Geometric, multimea A este proiectia graficului pe axa Oz (fig. 12. b)), iar mult{imea valorilor functiei
f(A) = {f(z)|z € A} C B este proiectia graficului functiei pe axa Oy (fig. 12. c)) f(A) = [m, M].

y

YA Vi

Fig. 12

Probleme propuse
1. Pentru curbele asociate unor functii precizati domeniul de definitie si mul{imea de valori.

1) y/\ 2) yl\ 3) y/\
) —

e

—

=V
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lzPentru urméitoarele functii stablhtl domeniul maxlm de definitie.

@f(z—m —3r+s ) 5@) = 2= @) = 2 + 'c-i-l

@)f(z) = @f( )=v2-z; (@f(z =z + VT +1;
U \/5 W T R Y o

<\))’f(m_—§7 8)/f($)—( 1)\/5, g)f(x)_ :L'+3

3 Pentru functiile de mai jos stabiliti Imf.

[@1{ {-2,0,1,3} =R, f(z) =4z +1; (2))f :[-2,3] = R, f(z) = [z +1];

-1l =R, f(z) = {z}; (@) f:R—R, f(z) = |z +1] -2

~5 f [-3,3] = R, f(z) =(x—2,z € [-3,-1];2z + 1,z € (—1,2);1 — 3z, € [2,3]).
4. Fie f: Dy - R, f(z) = Vz?—4z+4, g: Dy — R, g(z) = 2 — z. Determinati Dy, D,, astfel
incat f =g.

5.1) Sd se determine m € R pentru care functiile f(z) = Vz — 1, g(z) = vz + my/z — m s aibi
acelasi domeniu de definitie.

2) Stabiliti pentru ce z € R, Va2 - 1=z - 1y/z + 1.

2000
6.Fie f : Z — N, f(k) = restul impértirii lui k£ la 7. Si se determine f(Z Z f(k).

2008
7.Daci % =0,a1a3...0;..., iar f(k) = ar, atunci calculati Z Jk).
k=1

2) Mirginirea unei functii numerice. Fie functia f : A— B, A,B CR.

Definitie. Spunem cé functia f este marginita, daci existd doud numere reale a, b,
astfel incat a < f(z) < b, Vz € A.

M, Geometric, functia f este marginitd dacd multimea f(A) = Imf
este marginitd, deci daci pe axa Oy existd numerele reale a, b,
astfel incat f(A) C [a,b].

Altfel spus, functia este marginita daca graficul ei este cuprins intre
dreptele paralele cu axa Oz, y =a i y = b.

A%

Ry

3) Intersectia graficului cu axele de coordonate

Y, y Intersectia graficului functiei f : A — B cu
C axa Oz, dacd existd, este formatd din punctele de
Ct (0,f(0) pe axa Oz ale cdror abscise sunt solutiile ecuatiei
. X f(z) =0 (fig. 13).
IO (x,fx=0) 0 Intersectia graficului cu axa Oy se obtine daci
Fig. 13 Fig. 14 0 € A cand avem punctul (0, £(0)) (fig. 14).

Probleme propuse

1.S4 se determine intersectiile graficelor functiilor de mai jos cu axele de coordonate.
1) f(z)=38z-2; 2)f(z)=z-3; 3) f(z)=22-1; 4) f(z)=2>+3; 5) f(z)=2>—3z;
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6) fz) =22 —3c+2% T) f@)=lz—1; 8) f(@)=le—1-1; 9) f(x) = |z — 1|+ |2? —
z+1 1

10) f(z)= 573 11) f(@) = 375 12) fl@)= Va—2; 13) f(z) = Va2 - 4;

14) f(z) = vz2+1; 15) f(z)=Vvz?2-5z; 16) f(z)=(z—-3,z<L;z+2,z > 1);

17) f(z) = (2?2 - 1,2 < 2;2— 3,2 > 2).

2. Si se determine a,b € R pentru care intersectiile graficului functiei f : R — R, f(z) = az+5,
a # 0 cu axele de coordonate sunt (pe rand): 1) (—1,0), (0,3) 2) (a—1,0), (0,b%).
3. Fie functia f: R — R, f(z) = z(z — 1)(z — 2) + 1. Determinati punctele de pe grafic:

1) de abscisi 0, 1 si respectiv 2; 2) de ordonati 1.
4. Fie functia f : R — R, f(z) = |z® — 22| + |z — a|, a € R. S4 se determine a € R astfel incat:
1) GynOy ={(0,3)}; 2) GyNOz#0.

4) Semnul functiei

Dacid un punct al graficului, M(z, f(z)) este situat deasupra axei Oz, atunci f(z) >0 (si reciproc)
(fig. 15 a).
Daci un punct al graficului, M(z, f(z)) este situat sub axa Oz, atunci f(z) < 0 (si reciproc) (fig. 15

b).
A y Ct A y Ay/Cf
fix) X foxy=v L —
9 3 L A M (x,fex)

/ it |M(x,f(x)) 0 )40 X
1 | . 1
== foy b = ]
of x X gt Mi(x,fi) o] x X

a) b) c)
Fig. 15

Pentru un z € A pentru a obfine ordonata punctului de pe grafic de abscisi z, y = f(z), se duce o
paraleld la Oy prin z (fig. 15, c)) pand intersecteazd curba Cy. Acest punct are coordonatele (z, f(z)).

Geometric, pentru a obtine solutiile inecuatiei f(z) > 0 se proiecteazi partea graficului situats dea-
supra axei Oz pe aceastd axi (fig. 16.a). Analog, solutiile inecuatiei f(z) < 0 se obtin proiectdnd partea
graficului situatd sub axa Oz pe aceastd axd (fig. 16.b).

Fig. 16
A determina semnul unei functii numerice f : A — B, inseamni a determina valorile lui z din A pentru
care f(z) > 0 si valorile lui z din A pentru care f(z) < 0. A determina aceste multimi pentru z inseamni
a rezolva inecuatiile f(z)>0 si respectiv f(z)<0.
Spunem ci (I C A):
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pozitivd | negativd | strict strict nula
f este pe I pe I pozitivd | negativa pe |
pe I pe I

daci pentru 3
oricare f(x)20 f(x)<0 f(x)>0 f(x)<0 f(x)=0
x¢l avem: -
Pozitia grafi-| deasupra sub sau strict , taie
cului fatif de [ sau tangent deasupra sfricksub axa Ox
axa Ox tangent

Solutiile ecuatiei f(z) = 0 se numesc zerourile functiei f. Legdtura intre graficul funciiei f: A — R si

semnul functiei este prezentatd in fig. 16, c).
Exemple. 1) Fie functia f definitd prin tabelul de valori
Atunci: f(z) > 0 dacd z € {-2,3};
z |‘03 "12 '; g _12 g f(z) < 0 daci z € {-1,1};
f@)] = f(z) =0 dacd = € {-3,0}.

2) Consideram functia f: R — R, f(z) = =5z + 1. .
S observim cd f(z) > 04 —6z+1>0& -z > -1 dz<1l ez < 5 Deci f(z) > 0 daci

: 1 1
TE (—oo, %), f(z) <0dacize (g,oo); f(z) =0 pentru z = 5

5) Compararea functiilor. Rezolviri de inecuatii, ecuatii. Reprezentarea grafici din fig. 17, a)
spune ci pe multimea A (graficul lui f este ,deasupra graficului lui g) are loc inegalitatea f(z) > g(z),
Yz € A, adici in orice punct din A valoarea lui f este mai mare decat valoarea lui g in acelasi punct.
Din fig. 17, b), observdm ci punctele in care f,g au aceeasi valoare, sunt date abscisele punctelor de
intersectie ale celor dous curbe. Mai mult, intre doud astfel de puncte consecutive, are loc relatia f > g,
fie f <g.

Ya ¥,

le
//ng

1
1
1
1
1
1

|

0
p——

2

1
1
1
1
1
1
il

=V
k b -

x
0 \—é\,—-—/} 1 Ol xz JC3 "
A
f(z) > g(z), Yz e A flx)=g9(z:), i=1,2,3
a) b)
Fig. 17

6) Simetrizarea graficului.

a) Simetrizarea in raport cu o dreapts . in fig. 18, a), am (marcat) reprezentat dou# puncte arbi-
trare, A gi B, ale unei reprezentiri grafice simetrice in raport cu dreapta z = a. Conditia se exprimé prin
fla—¢) = f(a+¢), Ve > 0 pentru care a — ¢, a + € apartin domeniului functiei f, pentru a avea sens
scrierile f(a —€), f(a+¢€).
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4
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Q
m
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T = a axd de simetrie
dacd f(a—€) = f(a+¢), Ve
a)

yl

Q|

h

dacid b =

%]

\

N et |

Nate)

a+te

S(a, b) este centrul de simetrie
flate)+fla—e)

2
b)

Fig. 18

b) Simetrizarea in raport cu un punct. Infig. 18, b) este ilustrati situatia centrului de simetrie pentry
o reprezentare graficd din care noi am retinut dous puncte arbitrare, A, B, simetrice in raport cu S. Din

trapezul dreptunghic AA’B’B si expresia lungimii liniei mijlocii [§S'], deducem b=

Ve > 0, cu aceleasi comentarii ca mai sus.

Probleme propuse

-

fla+e)+ fla—e)
2

Dreapta = = a este axd de simetrie pentru graficul functiei f : R = R & f(a —z) = f(a+z),

Vz € R. Determinati axele de simetrie pentru functiile (f : R — R):
1) f(z) =z —4z; 2) f(z) =z%—6z; 3) f(z) =222 -8z +5;

4) f(z) = |z —2|; 5) f(z) = |2z - 1J;

6) f(z) = |¥zl.

2. Aridtati ci graficele functiilor de mai jos au ca centre de simetrie punctul indicat alidturat.

1) f:R—R, f(z) =z -1, 5(0,-1);

$2 T
3) f:R—{1} >R, f(z) = =2

b1 1 ? 5(113)'

2) f:R-{1} = R, f(z) = —, S(1,2)

3. Pentru f:R — R, f(z) = 22 — 6az + 3 si se determine a € R astfel incat dreapta z = 3 si fie

axi de simetrie.

4. Pentru functia f: R — {1} - R, f(z)=

2

2z +1
2z

1,

punctul S(1,3) este centru de simetrie ?

7) Conditii algebrice pentru portiuni de grafic aflate in cadrane

In figura alituratd graficul functiei ,traverseazi“ cele patru cadrane. Semnele coordonatelor punctelor in

cele patru cadrane sunt date in tabelul urmaitor.

M(z,y)
Cadran L |p¥
i + [+
i e
II1 - | =
v + | -
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8) Caracterizarea punctelor nesituate pe Cj. In desenul ali- &
turat, sunt trei puncte situate pe aceeasi dreaptd verticald, z = xo, y
avand ordonatele y; (punctul de ,sub“ grafic), yo (punctul ,de pe*
graﬁc) si respectiv y (punctul de ,deasupra“ graficului). Atunci
relatia de ordine dintre ordonate este y; < yo < y2. Punctele de
pe grafic, de coordonate (z,y = f(z)) verifici relatia y — f(z) = 0. s _°
Ce se intAmpld cu expresia E(z,y) = y — f(z), cAnd punctul nu +
mai este pe curba Cy? /
Dacd punctul (zg,y:1) este sub curbd, atunci

E(z0,y1) = 1 — f(z0) = y1 — yo < 0. Deci, orice punct de sub

curba Cf, face expresia E(z,y) negativi, iar orice punct de Y2 > Yo > Y1,
deasupra curbei Cy face expresia E(z,y) pozitiva.

—

Am analizat la functii implicite ecuatia z® + y? = 1, care are ca reprezentare cercul cu centrul in O si de
raza 1 (numit cercul unitate) (fig. 19).

+
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s ]
+
+
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o
1
|

Qo
|
|
|
&
|
=y

YA
e A, V1-x?) AY
24 —~B
1
I
|1 01 X
1
i
AL——w 2
Fig. 19 Fig. 20 Fig. 21

Pentru z € (—1,1) se poate determina valoarea lui f(z) ducind prin z (din domeniul de definitie) o
paraleld la Oy care taie graficul. Prin acest punct de pe grafic se duce o paraleld la Oz care taie pe Oy,
obtinind astfel f(z). Aici paralela la Oy taie cercul in doud puncte. Deci desenul din figura nu reprezinti
graficul unei functii deoarece unui z ii vor corespunde doud valori pentru y (£v'1 — z2).

Exemple. 1) Fie functia f : A — B avand tabelul de valori: T l -1 0 1 2

Fae] 42 (B 1D~ 00
Am vidzut cd graficul functiei este Gy = {(-1,2),(0,3),(1,—2),(2,0)}, ceea ce arati ci reprezentarea
graficd a functiei f este formatd din patru puncte: A(-1,2), B(0,3), C(1,—2) D(2,0) (fig. 20).
2) Functia f : {~1,0,1} — R, f(z) = 2z are graficul Gy = {(—1,-2),(0,0),(1,2)}, iar reprezentarea
grafici este formatd din trei puncte: A(—1,-2), 0(0,0), B(1,2) (fig. 21).
3) S& se reprezinte grafic functia f : R — R, f(z) = 1. Observim ci Vz € R, f(z) = 1 > 0, ceea ce
Inseamnd cd graficul lui f este situat deasupra axei Oz. Punctele care apartin graficului au coordonatele
(z, f(z) = 1), iar acestea sunt situate pe dreapta paraleli cu Oz, care trece prin punctul (0, 1) de pe Oy

(fig. 22). In acest caz ecuatia dreptei este y = 1.
Daci y = 0, atunci dreapta este chiar axa Oz.
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Fig. 22 Fig. 23

Observatie. In general functia f : R — R, f(z) = ¢ = constant are ca grafic o dreaptd paraleld cu axa
Oz, iar ecuatia ei este y = c.

5 oBipesi()
4) Si se reprezinte grafic functia sgn : R — R, sgn(z) = { 0, z=0, numitd functia semn.
-1, <0

R. Pentru z > 0, f(z) = 1 > 0, aratd ci punctele de coordonate (z, f(z) = 1) se afla deasupra axei Oz,
jar pentru z < 0, f(z) = —1 < 0, punctele de coordonate (z, f(z) = —1) se afld sub axa Oz. Mai mult,
pentru fiecare caz in parte aceste puncte sunt situate pe cate o semiaxa paraleld cu Oz (fig. 23). Pentru
z > 0, functia sgn este o restrictie a functiei din problema precedenta. Graficul functiei este format din
doud semidrepte deschise si punctul O(0,0).
5) Fie functia f : R = R, f(z) = { (6*+ Nz +a, <2

22 —2(b+ 1)z +2b, > 2

incat punctele de coordonate (1,1), (3,5) s apartind curbei Cy.

, a,b € R,a # 0. Determinati a, b, astfel

R. Cele doui puncte sunt pe grafic, daci f(1) = 1 si f(3) = 5. Acest sistem, in necunoscutele a, b, are
1

solutiaa = —-1,b= -3

Functie pari, functie impara

Definitie. O multime A C R se numegte simetricd in raport cu 0 (zero) dacd pentru orice
z€ Asgi —z € A

Exemple. 1) Urmitoarele multimi sunt simetrice in raport cu 0:
(—1,1); (=00, —3) U (3,00); (—5,—3) U (3,5); (—o0, 00) etc.

2) Urmitoarele mulfimi nu sunt simetrice in raport cu 0:

(_172); (—OO) —3) U [3) OO); (—5: _3) U (1) 5) etc.

Definitii. Fie A C R o multime simetrici in raport cu 0. Functia f : A — R se numeste pard
daci f(—z) = f(z), Vz € A.

Functia f : A — R se numegte impar# daci f(—z) = —f(z), Vz € A.

Ce se poate spune despre graficul unei functii pare sau impare?

Daci f : A — R este o functie pari, atunci din f(—z) = f(z), Vz € A, rezultd cd punctele de coordonate
(—z, f(—z)), (=, f(z)) de pe graficul functiei sunt simetrice in raport cu axa Oy (fig. 24). Altfel spus,
daci graficul functiei pare contine punctul de coordonate (z, f (z)), atunci va contine si simetricul lui fatd

de Oy, (—z, f(—x)).

128



y AY

Cf Cf
f(-xy=| frx)
(X fe) &A1 *fe) feo 1 = —pMix.f()
! AR Ax,0), ! X
=X IO X E l, (0] A(X,O)
é;_.'-f(x)
Fig. 24 (%HX) gig 95

Aceasta aratd cd graficul unei functii pare este simetric fatd de Oy. Prin urmare este suficient si trasim
graficul unei functii pare pentru z € [0,00) (sau o submultime a acestui interval, A N [0,00)) si apoi si-1
simetrizam in raport cu Oy pentru a genera tot graficul functiei.
Dacd f : A — R este o functie imparé, atunci din f(—z) = —f(z), Vz € A, rezultd ci punctele de co-
ordonate (—z, f(—z)), (z, f(z)) de pe graficul functiei sunt simetrice in raport cu originea O a reperului
cartezian. Aceasta rezultd din congruenta triunghiurilor OAM si OA'M’ (fig. 25). Deci graficul unei
functii impare este simetric in raport cu originea O a reperului cartezian. Prin urmare este suficient s
trasim graficul functiei pentru = € [0,00) (sau o submultime a acestui interval, A N [0,00)) si apoi si
luim simetricul acestuia fatd de O, cand se obtine tot graficul functiei f.
Exemple. 1) Si se arate ci functia f : R — R, f(z) = z? este pard, in timp ce functia g : R — R,
g(z) = 3 este impari.
intr-adevir, avem: f(—z) = (—z)? = 22 = f(z), Vz € R. Deci f este functie par.
Din g(—z) = (—z)® = =% = —g(z), Yz € R se deduce c4 g este functie impars.
2) Si se arate cd functia f : R — R, f(z) = 2z + 1 nu este nici pari, nici impara.
Calculim f(—z) = 2(—z) +1 = —2z + 1. Pentru z = 1 avem f(—1) = —1, iar pentru z = 1 se obtine
f(1) = 3. Deci f(—1) =—1# 3 = f(1). Prin urmare, nu pentru oricare z € R avem f(—z) = —f(z) sau
f(==) = f(=).
Observatii. Tinind seama de operatiile algebrice de adunare si Inmultire ale functiilor, in cele de mai
jos precizam compatibilitatea lor cu proprietitile de paritate si imparitate. Fie f,g : A — R si f + g,
f:g: A — R, functiile suma gi produs:

1) Daci f, g sunt functii pare (impare), atunci f + g este pard (impari);

2) Daci f, g sunt functii pare (impare), atunci f - g este pari;

3) Daci f, g au parititile diferite, atunci f - g este impari;

4 Fie f,,h: R — R, g(a) = 31/(z) + f(~a)], h(a) = 5[f(z) ~ f(~2)], = € R. Aritai ci g este
pard, iar h este impari. In plus, f(z) = g(z) + h(z), z € R.
Probleme propuse

L. S¥ se stabileascs paritatea functiilor de mai jos. .

@f :Z — Z, f(k) = (—1)k¢k+1), (@f :R = R, f(z) = 5z; /’3) f:R—R, f(z) = z|z|;

'{'%‘);f :R— R, f(z) =2%+3; (f5)’i¢f :R =R, f(z) = 222 + |z|; /6) f:R—=R, f(z)=|z-1|+|z+1];
(@ 1R fw) = FL 9) iR R f(0) = VTS,

i

|z| + 1 z2+1’
A 2z +1, z € [-1.0]
10) f : [— = =8 )
10)f:[-1,1] - R, /() {1—-2:1:,:1:6(0,1]

2)f:R-R, f(z) =
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9. Si se arate ci functia f: R — R, f(z) = z° + z, este impar4 si s# se calculeze

2009
£(—2009) + f(—2008) + ...+ f(0) +...+ f(2008) + £(2009) si [ f(k).
k=—2009
3. Si se arate ci functia f: R — R cu proprietatea f(z) — 2f(—z) = z* + 22, Vz € R, este pary
100
si sd se calculeze H f(k).
k=—-100

4. Si se arate ci functia f : R — R cu proprietatea 2f(z) — 3f(—z) = z® + 2, Vz € R, este

10
impari si sd se calculeze H f(k).

k=-10

5. Determinati simetricele punctelor A(1,5), B(-2,1), C(-3,—2), D(2,-1) in raport cu Oy i
apoi in raport cu punctele 0(0,0) si S(2,3).

6. Determinati simetricele punctelor A(3,1), B(5,3), C(2,0), D(0,-3) in raport cu dreapta
z = 3 si apoi in raport cu dreapta y = 3.

Functii periodice
O categorie importantd de functii o constituie functiile periodice, care modeleazid fenomene, procese care
se repetd identic dupd o perioada de timp T" > 0.

Definitie. Fie f: A — R, A CR. Spunem ci functia f se numegte periodica, dacd existd
T >0, astfel incat Vz € Asiavem z+T € Asi f(z+T) = f(z).

Numairul T se numesgte perioada a functiei f.

Daci existd o cea mai micd perioadd T > 0, atunci aceasta se numeste perioada principald
a functiei f.

1, ze > :
: Q are perioadd orice

Exemple. 1. (Functia lui Dirichlet.) Functia f : R — R, f(z) = { 0,z¢0Q
T e Q}. A

Intr-adevir, fie T € Q% si z € Q, atunci f(z+T) = f(z) = 1, iar dacd z ¢ Q, atunci 2+ T ¢ Qs
f(z+T) = f(z) =0. Deci Vz € R se verifici egalitatea f(z + T) = f(z).

Cum multimea {T'|T € Q3.} nu are cel mai mic element, nu putem vorbi de perioadé principala in cazul
acestei functii. ]
2. (Functia parte fractionarid) Functia f : R — R, f(z) = {z} = z — [z], numiti functia parte
fractionari este periodicd, de perioadd principald T' = 1.

Avem f(z+1)={z+1}=z+1—-[z+1]=z+1—([z] +1) =z — [z] = f(z).

Faptul ci o functie este periodicd, ne permite si reducem studiul unor proprietiti la un interval de
lungimea unei perioade T', de exemplu [0,7). Daci o proprietate are loc pe intervalul (a,b) C [0,T),
atunci submultimea lui R pe care aceastd proprietate este adevdratd, se obtine addugand la capetele
intervalului (a,b) multiplu de T, adici (a + kT,b+ kT), k € Z.

Aceastid ultimi afirmatie este adevdratd, deoarece are loc urmitoarea:

Propozitie. Dacd f : A — R este periodicé, de perioadd T, atunci Vz € A §i Vk € Z, astfel incit
z+ kT € A, avem: f(z+kT) = f(z).

Avem, succesiv, f(z) = f(z+T)=f((z+T)+T)=f(z+2T) =...si
f@+T)=f(z)=f(z—T)=f(z—-2T) =....
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Graficul unei functii periodice este suficient si fie trasat pe un interval de lungimea unei perioade T', iar

enerarea lui pe tot domeniul de definitie se face translatdndu-l la stanga si la dreapta, de-a lungul axei
%z, pe intervale de lungimea 7. i

De exemplu, graficul functiei parte fractionara f : R — R,

fz) = la} =z~ e] 2 € [0,1), [z = 0 si F(@) =i z € [1,2), 2
[[] =181 f(z) =z-L,z € [-1,0), [z] = —-15i f(z) =z+1...) |

este suficient si-1 trasim pe intervalul [0,1), cand f(z) = z. Se =27 =1 ‘O
obtine usor trasarea graficului pe R — [0,1) (fig. 26).

[0 [SyS——— )
4

Fig. 26
Problemai rezolvata

Ardtati c#, dacd graficul functiei f : R — R are doud axe de simetrie, z =a, z =10, b > aq,

atunci functia f este periodica.
R. Scriem conditia ca dreptele z = a, = = b s3 fie axe de simetrie pentru graficul lui f. Avem (vezi lecturi

grafice) f(a —z) = f(a+ ), f(b—z) = f(b+ 1), Vz €R.

Cu acestea are loc girul de egalitati:

f(z) = f(z+a—a) = fla+z—a)= fla—(z—a)) = f(20a—z)= f(2a—z—b+b) = f(b+2a—z-b) =
=f(b— (2a —z — b)) = f(z +2(b—a)).

Deci T' = 2(b — a) > 0 este perioada functiei.

Probleme propuse

1. 1) Fie f : N* = N, f(n) = ultima cifrd a lui 2". Si se arate ci f este periodicd, avind

perioada principald Ty = 4 si apoi sd se calculeze § = % f(n).
1 "= 008
Z)ADacé = 0,a:a3...a;..., iar f(k) = ar, atunci calculati LZ; f(k).
{@Fie f:Z — N, f(k) = rstul impértirii lui k£ prin 5. S?O:e arate ci f este periodic3, avind
perioada principalid Tp = 5 si apoi si se calculeze § = Z f(k).
k=—100

3. Fie f : R —» R, f(z) = (1,z € Z;2,z € R—Z). Aritati ci orice T € Z este perioadd a lui

f, dar T € R — Z nu este perioadd. Determinati perioada principald Tp. S& se calculeze
100 :

§=%" f(Vk).

4. I‘bi:alf :Z — R, f(z) = (-2,z=2k;2,z=2k+ 1,k €Z). Si se arate cd T € Z, T par, este
perioadd pentru f si Tp = 2 este perioada principala.

5. Fie f:R =R, f(z) = (-1,z € Q;1,z € R— Q). Aritati cid f este periodicd, dar nu admite
perioadd principala. '

6.Fie f: R — R, f(:t) = (—5,z € Z;5,z € R — Z). Aritati ci functia este periodici si precizati
perioada principala Tp.

T.Fie f:R— R, f(z) =32—-2, z € [0,2) si f(z+2) = f(z), Yz € R. S& se calculeze f (13—0),
100

39 :
f (—?), £(2000) si S =Y f(k)-
k=0
8. Aritati ci pentru functiile de mai jos perioada este cea indicata aldturat.

s = (1, =3 2 s@={5}m=3 ,
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9. Se consider# functia f: R — R, f(z) = [z] + [3;+ 3] s ['t:+ ] [3].
1) S3 se arate ci dacd z € [O, %), atunci f(z) =

2) S4 se arate cd f este perioadicd, de perioadd T, =

3) Si se demonstreze identitatea lui Hermite: [z] + 3

10. Dacd f:R— R cu f(z+3) < f(z)+3 si f(z+2) > f(z) +2 Vz € R, atunci g(z) = f(z) -
este periodici (g(z + 6) < g(z), g(z + 6) > g(z))-

a:+— +[m+g] = [3z], Vz € R.

I_‘Iw"—‘

Functii particulare
1. Functia constanta

Definitie. O functie f : A — B se numeste functie constantd dacd multimea Im f se reduce
la un singur element.

Exemple. 1) Functia f : {-2,-1,0,1} — {-1,0, 3} definitd prin f(z) =0, Vz € A este o functie
constantd cici Im f = {0}. Diagrama

A
~ cu sdgeti a lui f este redatd in fig. 27.
1 ;
2 Sl e e e O SN =
’ — R S . Vz € Z este o functie constantd cici
-1 23 (01 2 3
. Imf = {1}. Graficul acestei functii
este redat in fig. 28 gi este format din
e . 1) . puncte situate pe aceeagi dreaptd ori-
Fig.27 Fig.28 zontald de ecuatie y = 1.

-1, <0
3) Functiasgn : R — R, sgn(z) =¢ 0, z =0 nu este o functie constantd deoarece Im f = {-1,0,1}

Tl—=gs 0

are mai mult de un element (aici trei elemente). Dar restrictiile acestei functii pe mulfimile (—o0,0),
(0, 00) sunt funciii constante deoarece Im fi(_ 0) = {—1} si respectiv Im fj(g o) = {1}.

2. Functia identicd a unei multimi

Definitie. Fie A # (). Functia f : A — A, f(z) = z, Vz € A se numeste functia identicd
a multimii A.
Notatie. Pentru functia identicid a multimii A, utilizim notatia 14: A — A, 14(z) =z, Vz € A.

3 pyi e Observatie. Pe diagrama cu s#geti a aplicatiei identice 14
glaaliae a multimii A avem o bucld pentru fiecare element din A.
| g lr : Dacid A = {0, 1,2}, atunci diagrama cu sigeti arati ca in
DEIO ¢ fig. 29.
: L) __11 23 x Exemple. Functia f : Z—Z, f(z) =z, Vz € Z este aplicatia
identicd a multimii Z. Deci f = 1z. Graficul acestei functii |
Fig. 29 Fig.30 este redat in fig. 30.
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3. Functia caracteristica a unei multimii

Fie X # 0 si P(X) = {A C X}, clasa tuturor submultimilor lui X.

pentru fiecare A € P(X) definim functia caracteristicd a mul{imii A,

pa: X = {01} pal) ={ . e iZﬁ.

Reciproc, fiecdrei functii caracteristice i se asociazd o unicd multime din P(X).

Deci (demonstratia nu este riguroasd) avem atétea elemente in P(X), cate functii se pot defini pe X cu
valori in {0,1}. Se stie ci n(P(X)) = 2»(X).

Propriet#ti ale functiei caracteristice. 1) pp =0;2) ox =1;3) pa-va = pa;4) AC B & pa < pp;
A= B & @4 = pp - reprezintd un criteriu de a demonstra cd doud multimi sunt egale; 5) pa_p =

= pA(1—¢B); voa = 1—pa; 6) vanB = A'vB; T) auB = Pa+PB—PAPB; 8) YaaB = Pa+vB—20APB,
unde AAB = (A — B)U (B — A) este diferenta simetrici a multimilor A, B.

Monotonia functiilor numerice. Intervale de monotonie

Problema care ne intereseazd in continuare este aceea a modului in care o functie numerici f : A — B
A,B C R igi modifici valoarea atunci cind se modifici argumentul sdu. Mai precis dacd Intre doud
argumente oarecare T1,Tp € A, avem relatia £; < zp, atunci ce relatie avem intre valorile functiei in
aceste puncte, f(z;) §i f(z2). Este interesantd situatia in care functia f péstreazi relatia de ordine
dintre argumente, adici f(z1) < f(z2) (sau f(z1) < f(z2)) sau functia f schimbai relatia de ordine dintre
argumente, adicd f(z1) > f(z2) (sau f(z1) 2 f(z2)).

Definitii. Fie f: A— B, A BCRgsi I C A.
1) Spunem ci functia f este strict cresciitoare pe I dacd si numai daci:

] = f(z1) < f(z2)

Spunem ci functia strict crescidtoare ,,conservd“ relatia de ordine dintre argumente si pentru
valorile functiei in aceste puncte.

Faptul cd f este strict crescdtoare pe I se marcheazi intr-un tabel de forma:
I

=/ 7/

2) Spunem ci functia f este strict descrescétoare pe I dacd si numai daci:

] = fel s fie

V1,29 €1
z; < Tg

V1,29 €1
T < I2

Faptul ci f este strict descrescdtoare pe I se marcheazi intr-un tabel de forma:
T | I
o) N NN

O functie strict crescdtoare pe I sau strict descrescdtoare pe I se numegte
functie strict monotoni pe I.
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