3. FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

~

Probleme diverse de naturd matematicd, fizicd etc. conduc la studiul unor dependente de forma
y=a:1:2+bx+c, a,b,ce R, a#0.

Definitie. Functia f : R — R, f(z) = az® + bz +¢, a,b,c € R, a # 0 se numeste functie de
gradul al doilea (sau functie patratici) cu coeficientii a, b, c.

Pentru functia de gradul al doilea az?, se numeste termenul de gradul doi (sau pitratic),
bz termenul de gradul intai (sau liniar), iar ¢ termenul liber.

Ecuatia az? + bz + ¢ = 0 se numeste ecuatia atasatd functiei f(z) = az® + bz +c,
iar A = b? — 4ac discriminantul ecuatiei il numim pentru functie discriminantul functiei.
Riidicinile reale ale ecuatiei (dacd existd) se numesc zerouri ale functiei.

Exemple. 1) f(z) =322 -5z+1(a=3, b=-5, c=1);

2) g(z) =—-22+2z—-3 (a=-1, b=2, c=-3);
3) h(z) =4z’ —z (a=4, b=—1, c=0);
4)i(z) =2*+3(a=1, b=0, c=3).
Observatii. 1) Functia f : R — R, f(z) = az® + bz + ¢, a # 0 se numeste functie de gradul al doilea
deoarece este functia asociatd polinomului de gradul al doilea cu coeficienti reali a X 240X +c a#0.
2) Functia de gradul al doilea este bine determinati daci se cunosc coeficientii a # 0, b, c.
3) Conditia a 7 0 este esentiald in definitia functiei deoarece dacd a = 0 se obtine functia afina.
4) Cum domeniul §i codomeniul lui f coincid cu R, functia de gradul al doilea este o functie numerica.
in loc de f(z) = az? + bz + ¢ vom scrie y = az? + bz +c.

Problemai rezolvata
S% se determine functia de gradul al doilea f : R — R, f(z) = az? + bz + ¢ daci f(0) = 1,
f(=2)=2, f(1) =-1.

R. A determina functia f revine la a gisi coeficientii a, b, c. Conditiile date se traduc in ecuatii pentru a,

b, c. Din f(0) =1 rezultd ¢ = 1; din f(1) = —1 deducem a + b+ c = —1, iar din f(—2) = 2 se deduce a

treia ecuatie in a, b, ¢, 4a — 2b+ c = 2. Sistemul format cu ecuatjiile astfel obtinute are solutia a = —3
3 . cx 2 3z

b= 5 c= 1. Deci functia ciutati este f(z) = e +1.

Monotonia functiei de gradul al doilea

A studiz monotonia functiei revine la a preciza intervalele pe care functia este strict crescitoare (cresca-
toare) sau strict descrescitoare (descrescitoare). Din monotonia functiei deducem valoarea extrema a
functiei. Are loc urmitoarea:
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Teoremi. Fie functia de gradul doi f: R — R, f(z) = az? + bz +c, a #0.

b ;
1) Daci a > 0, atunci: f este strict descrescatoare pe (—oo, ——-] si

2a
: b
f este strict crescdtoare pe ~oat o0 ).

l b
T |—00 e +oc0

Tabelul de variatie a functiei este: A"
: f(z) ’ +o0 i /. +oo

b o ;
Tmin = ~5- este punct de minim,; i = fmin este valoarea minimai a lui f.

‘ : i
2) Dacd a < 0, atunci: f este strict crescidtoare pe (—oo, —EE] s

2 b
f este strict descrescidtoare pe [——, oo),

2a
l b
T |—o0 ——— +c0
Tabelul de variatie a functiei este: QA"
' 1@ |0 S~ N\ -
b A )
Tmax = —5- este punct de maxim,; e fmax este valoarea maxima a lui f.

b b
Intervalele (—oo,—ﬁ] : [—%,oo) se numesc intervalele de monotonie ale functiei de

b b
gradul al doilea; z = Tog 58 numeste punct de extrem pentru functie, iar f (—%) = —%

se numegte valoare extremai a functiei. Semnul lui ¢ da natura extremului.

A
Punctul V (—ébz, _E) € Gy se numeste varful graficului.

Demonstratie. Calculdm rata cresterii (descresterii) lui f si avem pentru z;,z € R, z; # x5,
flzo) — f(z1) _ (azd + bzo + c) — (az? + bz +¢) _ a(z3 — 72) + b(za — 71)

R(z),z9) = .3
( 1, 2) T — T Ty — T Io — I
=a(z; +x2) + b.
. b ;
Vom demonstra 1) (pentru 2) procedidndu-se analog). Fie a > 0. Dacd z1,z5 < —5g % # T, atunc
b b X,
T+ To < 2 (—%) =, De aici a(z; +2) < —bsau a(z; +z2)+b < 0. Asadar R(x;,z2) < 0, ceea ce
b - ; b
aratd ci pe | —oo, —EE] functia f este strict descrescitoare. Dacd z1,z3 2> —5g' T # To, atunci T+ >
a
b b2 3 £ > .
> 2 (—:‘2—;> Rt iar de aici a(z; + z2) + b > 0, ceea ce aratd ci R(z1,z2) > 0. Deci f este strict
b ez 13 A
crescitoare pe —ﬂ,oo . Pentru a arita cd z = & este punct de minim, iar = este valoarea
a a

minimi a functiei, utilizim monotonia lui f demonstratd mai sus.

b b A
et ) 3 " " s D
Daci z < % atunci (f este descrescitoare) rezultd f(z) > f ( 2a) 1 (1).

" b : " 4 B X sl
Daci z > o atunci (f este crescitoare) rezultd f(z) > f (_E) === (2).
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b A
- i (2) ded AT ER: Fla) s F [~ ) =82
pin (1) si (2) deducem cd Vz F(z) > f< 20) =
Notdm Zmin = —5— punctul de minim al functiei, iar fui, = —43, valoarea minimi a functiei f.
a
Dacd a < 0, atunci Tmax = ~ o este punctul de maxim al functiei, iar fpa = —§- reprezintd valoa-
a

rea maximi a functiei f. g

b
Observatii. 1) Punctul de extrem x = 5z si valoarea extremd f (—%) = _% pentru functia de

gradul doi se pot obtine aducand functia f la forma canonicd. Avem:

(I UL —a:zc2+2:z:b+b2+E L
o 2 R ] 2 ' 4a2 ' a 4a2)

4 ol i, | O A b A
gt RN A2 | |7 o\2 ) iy da

2
f(z)=@a (7: + EZE) — — se numegte forma canonici a functiei de gradul doi.

Deci

4a

2

' b2 b
Dacd a > 0, atunci a (’c -4 -2-2) > 0, Vz € R, cu egalitate dacd = = ey De aici (adunand ambilor

L

A YA A b
i ——) rezultd f(z) = (i) S i =
membri 40') rezultd f(z) =a (:1: + Za) i Yz € R, cu egalitate pentru z 5

. BEY : . b
Aceastd inegalitate aratd cd e este valoare minima pentru f si se atinge pentru z = 5"
a a

A A
2) Dacii a > 0, atunci f ia cea mai micd valoare & adici Vz € R, f(z) > i) ceea ce inseamni cid
A - . Noo =, Als: gl
Im'f = [—4—,00) Daci a < 0, atunci f ia cea mai mare valoare 13’ adici Vz € R, f(z) < - 8 deci
a

Imf = [ —o0, —ZZ]. Aceste egalititi se interpreteazi ca egalititi de multimi (utilizati dubla incluziune
pentru a le demonstra).

4) Rezolvarea ecuatiei de gradul doi, ar’ +bzx+c=0,a#0,a,bc€eR.

Daci: 1) A > 0, atunci ecuatia are doud radécini reale distincte.

—-b— VA -b+ VA ~b+ VA
L p = ey pl g T
a 2a 2a

b b
2) A = 0, atunci ecuatia are o rddicind dubla. z; = xo = ~2g’ S = {—QE};
3) A < 0, atunci ecuatia nu are solutii reale distincte, S = ), unde S este multimea de solutii reale ale
ecuatiei,
Demonstratie. 1) — 2) Se aduce ecuatia la forma:
B\ - A b \* aish b VA —b+ VA

a —_— —— f— —- —_— _ —_— = —

(:z:—f— ) O©($+2a> 4a2®m+2a i2a e 20
3) Imediat. g
Daci ecuatia are forma incompletd z° — a = 0, a > 0, atunci ea este echivalentd cu
(- @) (z++a)=0& (z—Va=0Vz+/a=0).

Daci ecuatia are forma az? + bz = 0, atunci este echivalenti cu z(az +b) =0 & (z =0Vaz+b=0).
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Exemplu. Si se rezolve ecuatiile:
1)z2—3z+2=0; 2)z>+z+1=0; 3)z2—-9=0; 4)2z%>-3z=0.
R. 1) Avem A =9—-8=1 > 0, adici ecuatia are rddicini reale, distincte z12 = 3—;:—1 &1=1 20 =9
2) A=1-4=-3<0, ecuatia nu are rddacini reale.
3) Se scrie echivalent ecuatia
22-9=0&(z-3)(z+3)=0&(z—-3=0Vz+3=0) & (z,=-3, z2=23).
4) Avem scrierile echivalente:

222 -3z=02(2z-3)=0& (z=0v2z-3=0)& (n:=OV:1:=g).

Probleme rezolvate

1. S se determine intervalele de monotonie ale functiei f : R — R, valoarea extrema gi Im f,
in cazurile: a) f(z) =z%>—3z; b) f(z)=—-2*>—2z+3.

R. a) Pentru a preciza intervalele de monotonie calculim z = . Aici avem = = —% = —_73 =
Cum a =1> 0, f are valoare minima.

B oo

i

T —00 +o0

Tabelul de variatie a functiei este: f 3 LY 9
+oo \, 2 4 /' +oo

(min)

f(z)

3 " ) : : 3 :
Pe intervalul (—oo, 5] functia f este strict descrescitoare, iar pe intervalul [5, oo | functia f este strict
LEn i3 i ; 3
cresciitoare. Valoarea minimi a functiei este fmin = = si se obfine pentru zmi, = 7

Din tabel deducem Im f = [—2, oo) ;

4
& b -2 . _—
b) In acest caz z = o —ﬁ = —1. Cum a = —1 < 0, functia f are valoare maxima4.
T | —00 -1 +00
Tabelul de variatie este: f(-1)=4
Pe intervalul (—oo,—1] functia f este strict crescitoare, iar pe intervalul [—1,00) functia f este strict
descrescitoare. Valoarea maximi a lui f este fmax = 4 §i se obtine pentru Tmax = —1. Din tabel deducem

Im f = (—o00,4].

2. S3 se scrie functia de gradul doi f : R — R sub formi# canonicé si sd se deduc# valoarea
extrem3 a functiei, in cazurile: a) f(z) =3z2—z; b) f(z) =22+z+2; c) f(z) = —4z%+2z+3.
R. a) Avem scrierea:

1 1. 1 -1 iINF A % 4
— — 2—-— — 272—2° . —_ — — — —_—— —_— — —— [ —
3z -z 3(:1: 3:1:) 3( z 6+36 36 3 [( 6) 36] (:L' 6) T

1.1
Deci f(z) =3 (:c - 6) T este forma canonici a functiei date.
De aici f(z) > —15° Vz € R, cu egalitate daci z = 5 Deci fmin = —-115 se atinge pentru Ty, = %
s 0 | 1 B W/
b 2 2= 2 2.7-— P —_——_—= — =
) In acest caz z* + z + °+2-z 2+4+2 1 (a:+2) +4
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SN

1\2
Asadar forma canonicé a lui f este f (=) = (:z: + 5) $

g 1
De aici f(z) > %,V:v € R, cu egalitate pentru z = -3

7 1
Avem fmin > Z pentru Tmin = ——5

c) Avem:

1 -3 1: X "% 8 12 g
2 o 2 Tl ) i [ RS D e i e o N 14
_Az*+2z+3 4(:1: 2:1: 4) (z 2.z 4+16 6 4)— 4[(::—2) T |
2 2
13 g 1
=—4(m—%) +z. Decnf(a:)=—4(:c—z) +z.

1
Aici f(z) < -142, Yz € R cu egalitate dacd z = T Avem frax = e pentru Tpyax

3. Si se determine functia f : R — R, f(z) = az® + bz + c dacd f(1) =
obtine valoarea extrema egald cu 1.

A
=
S
5 Si pentru z = 2 se

. . o . 3
R. A determina functia f inseamnd a-i preciza coeficientii @, b, c. Din f (1) = 5 rezultd ecuatia in a, b,
cat+tb+c= g Punctul de extrem pentru functia de gradul doi este z = % Deci o0 nouid ecuatie
b &
pentru a, b, c este e = 2. In fine valoarea extremd a functiei de gradul al doilea este egald cu —‘%—.
a

A 3 .
Deci T 1, adici b? — dac = —4a, di a treia ecuatie in @, b, c.
a

a+b+c= g 1
Avem de rezolvat sistemul: < 5 — _4, . Gésim solutia a = 7 b= —2, ¢ = 3. Deci functia cautati
b2 — dac = —4a

o
este f(z) = 7—-2:1:+3.

4, Fie familia de functii de gradul al doilea f, : R —= R,
fm(z) = (m+1)z2 — 2(m + 2)z + m + 2, m # —1. S& se determine m astfel incat:

a) f si aibi o valoare minimd negativa; b) f si aibd o valoare minimd pozitiva;
. ¢) f si aibd o valoare maximd negativa; d) f sd aibd o valoare maxima pozitivd;

e) y = f(z) si fie crescitoare pe [2,00);  f) y = f(z) sd fie descrescdtoare pe [1,2].
R. a) Functia pitratici f are valoare minimi daci m + 1 > 0, adicd m > —1, jar valoarea minima se
obtine pentru Tmin = T cind fuin = —4A—a = —%}%. Deci se impune conditia —:—i? < 0, cand
m € (—o0,—2) U (—1,00).

Agadar f are minim negativ dacd are loc sistemul de conditii:{ zAZ <0 {m € (—00,—2) U (~1,00)

De aici m € [(—o0, —2) U (—1,00)] N (=1,00) = (—1,00).
b) Functia f are valoare minimi pozitivd dacé are loc sistemul:

{ m+1>0  (coeficientul lui z? este pozitiv)

am +f >0 (conditiafmin > 0)

m+
Rezolvind sistemul rezulti m € 0, adici nu existd m din R pentru care f si aibé valoare minimd pozitiva.
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m+1<0  (conditia ca functia si aibd maxim)
c) Sistemul de conditii este: { m+2 (conditia ca valoarea maximi a functiei si fie
Tm+1 negativi, fmax < 0)).
Solutja sistemului este m € (—o0, —2).
m+1<0  (conditia ca f si aibd maxim)
d) Se impune sistemul de conditii { m+2 (conditia ca f si aibi valoarea maximi pozitivi,
T m+1 Foaas> D).

Gisim m € (—2,-1).
e) Functia y = f(z) este crescitoare pe un interval de forma [o, 00) dacé:

b m+1>0
1)m+1>0@>0) si 2)[a,00)C [—--2;,00), ceea ce este echivalent cu sistemul: b 2
2a ~

Rezolvand sistemul ob{inem m > 0.

sau

f) Existd doud posibilitati: 1){ b -

) m+1>0 m+1<0
In cazul nostru cele doud sisteme sunt: 1) { m+2 5 o Sau 2) ¢ m+2 <17

m+1" m+17~
Primul sistem are solutia m € (—1,0], iar al doilea sistem are solutia m € (—oco,—1).
In final, m € (—o0,—1) U (—1,0].
5. Daci a,b,c € (0,1), atunci numerele (1 — a)b, (1 —b)c, (1 — c)a nu pot fi simultan mai mari
decat —.
ecat . 1
R. Functia f : R — R, f(z) = z — z? are maxim pentru z = 3 egal cu fhax = 1 Daci prin absurd

3
numerele ar fi simultan mai mari ca %, ficand produsul lor ar rezulta a(1 — a)b(1 — b)c(1 — ¢) > (%) )

ceea ce-i absurd deoarece: a(l —a)=a—a?< i—, b(1-0b) < %, c(l—c) < :11— i inmultite dau

; 1\3
a(l—a)b(1->b)c(l—c) < (Z) , relatie contradictorie cu cea de mai sus. Deci concluzia problemei este

adevirata.

6. Si se determine cea mai mici valoare pe care o poate lua functia

I [%,oo) =R, f(z)=z-1-v2z-1.
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y>+1
2

: . A 1 1
gi rescriem functia f avind ca argument pey (z> = & Yok > 1 & 92 > 0, adeviirati Vy € R).

2 2 2
P-2y—1 (y—1)2-2 !
peci f(y) = = 2J = ( ) 2> —1, cu egalitate daci y = 1, adici /2z — 1 = 1, care di

z=1 Asadar f(z) > f(1), Vo>

R. Radicalul de ordin par existd dacd 2z—1 > 0, adici z > % Notim v/2z — 1 = y, iar de aici z =

B =

Probleme propuse

1. S5 se determine functia de gradul doi f: R —= R, f(z) =az’+bz+c, a # 0, daci:
1) f(0)=0, f(1) =1, f(-1)=1; 2) f(-2) =11, f(1) =—4, f(3) =63
3) f(-1)=2, f(1)=-3, f(2)=1; 4) f(-1)=-6, f(1) =4, f(2) =6.
2. a) Si se determine intervalele de monotonie ale functiei f : R — R, valoarea extremi a
functiei precum si Imf, in cazurile:
1) f(x)=12% 2) flz)=-7% 3)flz)=2*+1 4) f(z)=-2>-1
5) f(z) =22%+z; 6) f(z)= —z24z; T) flz)=2>—-3c+2;
8) f(z) =2*—4z+4; 9) f(z)=-z*+6x—-9; 10) f(z)=—2?+3z— 1.
b) Si se arate cd f: R — R este strict monotona, in cazurile:

z2, >0 —z2+1, z< -1
l)f("”)z{ax, <0 Z)f($)={rc+1, gty

z2—-3z, <0 22—52+6, <2
3) f(m)={ A #5i0] 4) f(l')={ SOPHOL - ILpsTy %
3. a) Si se determine parametrul real m pentru care functia f:R — R, f(z) =z> —mz+1si
fie pe rand:
1) strict descrescitoare pe (—oo,3] si strict crescitoare pe [3,00);
2) strict descrescitoare pe (—oo,3]; 3) strict crescitoare pe [3,00);
4) strict descrescitoare pe [1,2]; 5) strict crescitoare pe [1,2];
6) nemonotoni pe [1,2].
b) Si se determine parametrul real m pentru care funtia f: R — R, f(z) = -2 4+ (m+1)z+m
sd fie pe rand:
1) strict cresciitoare pe (—oo, —1] si strict descrescitoare pe [—1,00);
2) strict crescitoare pe (—oo, —1]; 3) strict descrescitoare pe [—1,00);
4) strict cresciitoare pe [—2,3]; 5) strict descrescitoare pe [—2,3];
6) nemonotoni pe [-2,3]. .
4. 85 se determine, utilizind monotonia functiei f : R — R, f(A4), f~!(B), in cazurile:
1) f(z) =22 —1; A=[-1,0], A=[-1,1], B = {0}, B = {0,1};
2) f(z) =4—2% A=[-3,1], A=[1,3], B= {0}, B= {-5,0};
3) f(z) = 22 — 3z; A= (~1,2)], B= {0}, B={-2,0,};
4) f(z) = 20 — 2% A= [—% %] U[3,4], B = {0}, B = {-3,0};
5) f(z) =2 +z+1; A=[-1,1], B= {0}, B={0,1}.
5. a) Fie f : R — R, f(z) = 2% —mz + 2, m € R. Si se determine m astfel incat fpin =
b) Fie f : R — R, f(z) = —z%+ z — 2m, m € R. Si se determine m astfel incat fynax =
c) Fie f:R— R, f(z)=m2®>—2(m+1)z+m—2, meR.

1) Si se determine m pentru care fp, = 8.

1.
l
=
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2) Si se determine m pentru care fpi, = 5.
6. Si se determine parametrul real m pentru care functia f: R — R,
flz) = { 24+z—-m+1l, z<-1

mz2—z+1, z> -1

7. a) Fie familia de functii de gradul doi fp, : R = R, fm(z) = 2> —z+ 1+ m. Si se determing
parametrul real m astfel incat, pe rand, f s aib3 o:

1) valoare minimi negativi; 2) valoare minimi pozitivi.
b) Fie familia de functii de gradul doi fn : R = R, fn(z) = —z2+ z+ m — 1. Si se determine
parametrul real m astfel incat, pe rand, f si aibi o:

1) valoare maxima negativi; 2) valoare maximi pozitivi.

sa fie monotoni.

8. Si se determine functia f : R — R, f(z) = az® + bz + ¢ daci f(1) = 0 si pentru z = % se

obiine valoarea extrema egald cu —%.

9. Daci a,b,c € (0,2), atunci numerele (2 —a)b, (2 — b)c, (2 — c)e nu pot fi simultan mai marj
decét 1.

10. Si se scrie sub formd canonicid functia f : R — R si din aceasta si se deducid valoarea
extrem3 a functiei si apoi si se precizeze Imf in cazurile:

1) f(x)=22-1; 2)f(z)=22+3; 3)f(x)=222-3z+1; 4) f(z)=—-5z2+2z +3;

5) f(z) = —3z2+4z; 6) f(z)=422—5z; T7) f(z)=2>+z+31; 8) f(z)=—-2z>—2z—1.

11. a) Si se rezolve ecuatiile de gradul al doilea:

1)22—6z+8=0; 2)22—(1+V2)z+V2=0; 3)6z2—52+1=0;4) 422 —4z+1=0;
5)22+z+3=0; 6)z2—3z=0; 7)V3z2—z=0; 8)22+2=0; 9)22-3=0; 10)z2—16=0.
b) Si se rezolve ecuatiile:

1 1 4
Dole-Na-Da-9=% gt =
2
3)$2—31:+$T_—3I—3, 4)4I2+2I2_I—4+2$.

12. Si se determine m € R astfel incat fiecare din ecuatii si aibd pe rand:

a) ridicini reale distincte; b) ridicini egale; c¢) ridicini nereale:

1) 22—mz+2=0; 2)z22—z+m+1=0; 3)mz’+(m+1)z+1=0; 4) mz’—2mz+m+2=0.
13. Fie a,b,c € R*, %
semne contrare.

14. Daci a,b > 4, atunci cel putin una din ecuatiile z2+az+b =0, 22+ br+a = 0 are o
riadicing reali.

15. Fie f:R — R, f(z) = 2 + mz +n. Si se determine parametrii reali m, n, astfel incat f si
fie strict descresciitoare pe (—o0,—1] si strict crescitoare pe [-1,00), iar Imf = [-2, c0).

16. S# se determine cea mai mare valoare pe care o poate lua functia f : (—o0,1] — R,
f@)=z-1+V/1—-=z

17*. (Taierea tortului) Si se determine numairul maxim de buciti in care se poate tiia un
tort, daci se fac n tiieturi (a; =2, a, =n+a,-1).

b
+ =T 0. Si se arate ci ecuatia az? + bz + ¢ = 0 are ridicini reale de

1003 2008
18. Daci f(z) = 2> — 2008z, atunci » _ f(k)= Y f(k).
k=0 k=1005

19. Daci z,y,z € [0,1], atunci 22 +y? + 22 —zyz < 2.
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90. S se determine cea mai micé valoare a produsului z(z + 1)(z + 2)(z + 3).
Graficul functiei de gradul al doilea

prin graficul functiei f : R — R, f(z) = az? 4+ bz +c, a # 0, vom pistra conventia ficuti in prezentarea
generali, intelegem reprezentarea geometricd a multimii

Gr={(zy= az? + bz + c); = € R}.

Graficul functiei de gradul al doilea se numeste parabola (argumentarea riguroasi o vom prezenta in anii
urmatori la geometrie analiticd — parabola fiind locul geometric al punctelor din plan egal depirtate de o
dreaptd fixd si un punct fix).

Cuplul (_Z; _E) € Gy are ca imagine in planul cartezian punctul notat cu litera V §i numit varful
: : b A
parabolei. Deci V (—Z, _5)

Axa de simetrie a parabolei. Are loc urmitorul rezultat important.

Teoremd. Fie f : R — R, f(z) = az® + bz + ¢, a # 0. Dreapta verticald z = —;— (care contine
a
varful V) este axd de simetrie pentru graficul functiei f.

1 . o . . b b
Demonstratie. Trebuie sd ardtdm cd pentru puncte simetrice fati de ——, de forma e €, ——b— +€,
a

2a
b b

¢> 0 (fig. 1), atunci f (_55 - e) =T (——% +E), AY I
ceea ce se obtine printr-un calcul simplu. Prin urmare, punctele M . J' . ';/"

b b i b b : I

e L, s s ¢ b |
M( 2a E’f( 2a E))’ i ( 2a+£’f( 2a+6>) : ‘23 | R
b >

sunt simetrice fatd de dreapta z = 5 W o1 2_ba -£ : - %H! =
Pentru trasarea graficului functiei de gradul al doilea intr-un reper car- Fig. 1

tezian vom utiliza metoda prin puncte. Se determini citeva puncte
importante ale graficului (vom vedea mai jos) care apoi se unesc printr-o curbi continui.

Pentru trasarea graficului se recomandd parcurgerea urmitoarelor etape:

1. Intersectia parabolei cu axele de coordonate. Notim cu P parabola.

Intersectia parabolei cu axa Oz (scriem: P N Oz): Orice punct (z,7) de pe axa Oz are ordonata
y= 0, deci se pune y = 0 si se rezolvd ecuatia az® + bz + ¢ = 0. In functie de semnul lui A = b2 — dac
avem cazurile:

1) A > 0, cand ecuatia are doud ridécini reale distincte z1, zo. Punctele A(z,0), B(z2,0) reprezinti
punctele de intersectie ale parabolei 7 cu axa Oz (altfel spus ridicinile reale ale ecuatiei atagate functiei
f sunt abscisele punctelor in care P taie axa Oz). In acest caz spunem ci parabola 7 intersecteazi axa
Oz.

2) A = 0, cand ecuatia are o ridicini dubli z; = z, = ——1—7-. In acest caz parabola P si axa Oz au

in comun punctul de coordonate (—%,0) care este chiar varful parabolei V' (—%,0). Spunem céd

Parabola P este tangent# axei Oz.

3) A <0, cand ecuatia nu are rddéacini reale. Acum parabola P si axa Oz n-au puncte in comun. Spunem
¢ parabola P nu intersecteazi axa Oz.

Intersectia parabolei cu axa Oy (scriem: PN Oy): Orice punct (z,y) de pe axa Oy are abscisa z = 0,
deci se face z = 0 cand avem f(0) = c. Deci punctul C(0,c) este punctul in care parabola taie axa Oy.
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Si retinem ci: intotdeauna parabola taie axa Oy.

2. Determinarea varfului parabolei. Determinim varful V(zy,yy), unde

b o
Ty = ——, yy = —— reprezintd coordonatele.
2a 4a "
3. Determinarea altor valori. In cazul in care P nu taie axa Oz, pentru usurinta trasérii graficyl,

se aleg una sau doud valori =/, z la dreapta valorii zy si se calculeazi f(z}), f(z5) obtinind punctg]

M(z}, f(z})), N(zh, f(z5)) si se simetrizeazi apoi aceste puncte in raport cu dreapta z = T

4. Tabelul de variatie. Elementele pe care le-am determinat mai sus in celelalte etape le grupiy
intr-un tabel numit tabelul (sau tabloul) de variatie a functiei f in care se marcheazi monotonj
functiei f prin sigeti (/" pentru functie strict crescitoare sau \, pentru functie strict descrescétom-e)

Forma acestui tabel este: b
z | —00 T - 0 To +00
2a
I.a> 0, A )
F@) 00— 0N ——da—/ 6 0/ oo
(min)

iar graficele posibile sunt prezentate in fig. 2. a), b), c).

In limbajul trivial dacd a > 0 se spune c& graficul ,tine api, deci se acumuleazi. Se mai spune ci graficy
are ramurile ,,in sus®.

Acest grafic are proprietatea cd dacd unim oricare doud puncte distincte ale sale, atunci portiunea di
grafic delimitatd de cele doud puncte este situatd sub coarda determinatd de cele doud puncte.

Ay y
¥ ¢l I 1
1 1 1
I 1
C : | C CN\ 1
I ) | 1v
0| A B X ypiohHe. il o| X
Vv
a) A>0 b) A=0 C) A<0
Fig. 2
Spunem cd graficul este convex, iar functia este convexi.
T —00 T e 0 3 +00
2a.
ILa<0 _A :
) s-6q 320 0 A 4o Ny CoNN AUE N ool
(max)

iar graficele posibile sunt cele de mai jos (fig. 3. a), b), c)):

y va
‘ 0

VX

C

a)A>0 b) A=0
Fig. 3
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E4

in limbajul trivial ¢ < 0 inseamni ,risipd®, graficul ,nu tine“ api. Se spune cd graficul are ramurile ,,in
:0s". Acest grafic are proprietatea cid dacd unim oricare doud puncte ale sale, atunci partea din grafic
delimitata de cele doud puncte este situatd deasupra coardei determinatd de cele doud puncte. Spunem
ca un astfel de grafic est(f concav, iar functia este concava.

5. Trasarea graficului. In reperul cartezian ales se trec punctele deduse din tabelul de variatie unindu-
ge printr-o linie continud. Pentru o trasare cit mai bund a graficului este indicat si figurdm si axa de
simetrie a graficului. Se obtine astfel graficul functiei.

probleme rezolvate
1. Si se determine functia de gradul al doilea f: R — R, f(z) = az?+bz+c, a # 0 daci graficul
acesteia intersecteazd axa Oy in punctul A(0,3) si este tangent axei Oz in punctul B(1,0).
R. Faptul ci graficul functiei trece prin punctul A(0,3) inseamni ci pentru z = 0, f(0) = 3, adici ¢ = 3.
Graficul functiei fiind tangent axei Oz in punctul B(1,0) rezultd ci acest punct este varful parabolei.
Deci zv = 1, yy = 0, adici avem relatiile: b = —2a, b>—4ac = 0. De aici se obtine a = 3, b = —6. Giisim
f(z) =3(z - 1)2.
9. Sa se traseze graficul functiei f : R — R, indicand in fiecare caz in parte axa de simetrie
a graficului:

a) f(z)=z%+1; b)flz)=-22+4; ¢) f(z)=22-3z+2 d) f(z)=2z2—-2z+1.
R. Parcurgem etapele indicate la partea teoretica.
a) 1. Intersectia parabolei P cu axele de coordonate.

PNOz:y=0s 122+ 1=0<¢ z € (. Deci parabola nu taie axa Oz.

PNOy:z=0= f(0)=1. Avem punctul C(0,1) € Oy.
2. Determinarea varfului parabolei. Calculim zy = . Osiyy = flzv) =1
Avemn punctul V(0,1) (de fapt V = C).
3. Determinarea altor valori. Cum ecuatia axei de simetrie a lui P este z =0 ludm z{ =1, zh, =2 si
avem f(1) =2, f(2) = 5. Deci punctele M(1,2), N(2,5) € P.

T |—oo 0 1 2 400 Ay

f(:z:)+oo\,(mlin) A 275 7 +oo N

4. Tabelul de variatie.

5. Trasarea graficului. In reperul cartezian zOy se marcheazi
punctele V(0,1), M(1,2), N(2,5) (fig. 4).

Punctele M, N se simetrizeazi in raport cu axa de simetrie z = 0,
care este chiar axa Oy. Se unesc aceste puncte printr-o linie continud

Ml

| B

§i obtinem forma parabolei 7. Dupi cum se vede de pe grafic ramurile 2.4 1041 .9
parabolei sunt infinite (In sensul cd graficul nu se ,opreste” la punctele :
N si NY) Fig. 4

b) 1. Intersectia parabolei cu axele de coordonate
PNOz:y=0¢ —22+4=0= 1) = —2; 2 = 2. Avem punctele A(—2,0), B(2,0) € Oz. In acest caz
Parabola intersecteazd axa Oz. PNOy:z = 0= f(0) = 4. Deci C(0,4) € Oy.

A ;
2. Determinarea varfului V al parabolei. Calculim zy = —% =0, yy = TS f(zy) = 4, adicd
V(0,4) care este chiar punctul C.
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3. Tabelul de variatie z | —oo —2 0 2 +00

£l) psea A
4. Trasarea graficului. Forma graficului este data in fig. 5.

“y
Vi4
A B X
-2 0 2
Fig. 5 Fig. 6

c) 1. Intersectia parabolei cu axele de coordonate

PNOz:y=0%« 22— 3z +2 =0, ecuatie ce are solutiile z; = 1, zo = 2. Deci A(1,0), B(2,0) € Oz.
PNOy: z=0= f(0) =2. Avem punctul C(0,2) € Oy.

2. Determinarea varfului V al parabolei. Avem coordonatele

bety i3 1 2 <
Ty = S 9 yv = flzv) = R Deci V (5,—1)-
3. Tabelul de variatie T l —00 0 1 g 2 +00
1
&) | Hoo REGHRHPonGSXE g W LFOGSIE SRS
(min)

4. Trasarea graficului. Graficul functiei este cel din fig. 6.
d) 1. Intersectia parabolei cu axele de coordonate. PN0Oz:y=0+ 2-2z+1=0. Ecuatn
ridicina dubld z; = 25 = 1. Deci A(1,0) € Oz. In acest caz parabola este tangentd axei Oz.
PNOy: x=0= f(0) =1. Deci C(0,1) € Oy.
2. Determinarea varfului V al parabolei. Calculim coordonatele varfului date de zy = -—-é% =3
yv = f(zv) = 0. Deci V(1,0) (vedem ci V = A).
3. Determinarea altor valori. Axa de simetrie a graficului are ecuatia z = 1. Ludm z} = 2 cin
f(2) = 1si 2% =3 cand f(3) = 4. Deci punctele M (2,1), N(3,4) apartin parabolei P. Se simetrizeazd
punctele M, N in raport cu dreapta z = 1 obtinandu-se punctele M’, N'.
4. Tabelul de variatie: z | —o0 0 1 2 3 +00
0

Fla)tonidn L Ny i & il Al oo
5. Trasarea graficului. Se simetrizeazi punctele M, N in raport cu dreapta = 1 obtinandu-se punctele
M', N’'. Se unesc aceste puncte printr-o linie continui gisind forma graficului (fig. 7).
3. Fie fn : R =R, fin(z) = (m+ 1)z —2(m+2)z+m+2, m# -1
a) Si se aratd ci parabolele Py, asociate functiilor f, trec printr-un punct fix.
b) Si se arate ci varfurile acestor parabole se afli pe dreapta de ecuatie y +z = 0.
c) Si se determine parametrul real m astfel incat varfurile parabolelor Pp, si fie:

1) deasupra axei Oz; 2)sub axa Oz; 3) pe dreapta y =1; 4) sub dreapta y = —2.

d) Si se determine portiunea din dreapta de la b) care contine vérfurile parabolelor cu ramurile in sus.
R. a) Fie A(zo, o) punctul fix prin care trec parabolele Pp,.
Avem egalitatea yo = (m + 1)z3 — 2(m + 2)zo + m + 2, Ym € R — {~1} sau ordonand dupi m
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m(zd — 220+ 1) + 2§ —4z0+2—yo=0,Ym e R - {-1}.

particularizim pe m. Pentru m = 0 rezultd z§ — 4z + 2 — yo = 0, (#), iar daci m € R — {—1,0} se
deduce m(zj — 270 + 1) = 0, adicd 7§ — 229 + 1 = 0. De aici 2o = 1, iar din (*) rezultd yp = —1. Deci
punctul fix cdutat este A(l,-1).

b) Vom determina coordonatele varfului Vm asociat parabolei P,,,. Avem:
b m+2 i A m+2

o™ 92 m+1’ .JV’"— da  _m+1 )

pentru a determina ecuatia pe care o verificd coordonatele lui V;, se elimini parametrul m din egalititile
care definesc pe zy;, §i yv,-

Aici prin adunare rezultd zv,, + yv;, = 0. Deci varfurile parabolelor 7, se afli pe dreapta de ecuatie

z+y = 0 (ecuatia celei de-a doua bisectoare).

2
¢) 1) Varful parabolei este deasupra axei Oz daci yy,, > 0, adici daci e > 0, ceea ce di

m+1
2
m € (—2,—1). 2) Conditia este yy,, <0 & —Z—Il < 0. De aici m € R — [-2,-1].
: s i m+2 . el
3) Se impune conditia yy,, =1 ¢ — 1. Gisim m = 7
m+ 2

4) Conditia este gy, < =2 — < —2, cand m € (—1,0).

m+1
d) Parabola asociati functiei f(z) = az® + bz + ¢, a # 0 are ramurile in sus (in jos) daci a > 0 (a <0).

2
in cazul nostru m+1 > 0. Din zy,, = Ll
m+1

2— .
rezulti m = =—-¥"  Acum cerinfa m + 1 > 0 devine:
Ty, — ‘
?-:—m—vﬂ+1 >0« = 1 > 0<% zy,, —1> 0<% zy, > 1. Deci punctele de pe dreapta y+ z = 0 care
TVm — Vm —
sunt varfuri ale parabolelor cu ramurile in sus sunt acelea pentru care abscisa = > 1.

Simetrizarea graficului in raport cu axele

Simetrizarea in raport cu axa Oz. Fie f,g : R — R, functii
de gradul al doilea, avand ca grafice parabolele Py, P,.

Dacd A(z, f(z)) este un punct de pe parabola Py, atunci simetricul
lui in raport cu axa Oz este punctul A'(z,—f(z)) (fig. 8).

Dar acest punct trebuie si se afle §i pe parabola P,, ceea ce atrage
egalitatea g(z) = — f(z).

Deci,

Cele doud parabole sunt simetrice in raport cu
axa Oz dacd g(z) = —f(z), Vz €R. Fig. 8

Exemplu. Trasati in acelasi reper cartezian, parabolele asociate functiilor f,g:R — R,
f(z) = 22 — 3z, g(z) = —2% + 3z.
Simetrizarea in raport cu axa Oy. Deci:

Parabolele Py, P, sunt simetrice fai 7
de axa Oy daci (fig. 9):
9(-7) = f(z),Vz € R. Jiw
X, K
Exemplu. Trasati in acelasi reper cartezian, parabo-

lele asociate functiilor:
f,9:R - R, f(z) =22 -z, g(z) = 22 + =.
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Simetrizarea in raport cu originea O. Din congp,
enta triunghiurilor ABO si A'B'O (fig. 10), B’ are ¢q.
ordonatele (z,0), iar B coordonatele (—z,0), deducep
f(~=) = —g(x). Deci,

Parabolele Py, P, sunt simetrice in raportﬂ

originea O, dacd f(—z) = —g(z), VT €R.

Exemplu. Trasati in acelagi reper cartezian, parabolela
/ asociate functiilor

f,g:R=R, f(z) =2+2z+1, g(z) = 2+ 2z -1,

Fig. 10

Probleme practice in care intervine functia de gradul al doilea

1. Zborul unei comete viizut de pe pimént poate fi modelat de ecuatia y =5—4z — 222, Orizontul poate
fi reprezentat de dreapta y = k, unde k este o constantd care depinde de pozitia observatorului. Solutjjla
ecuatiei (5 — k) — 4z — 2z% = 0 reprezinta abscisele punctelor de aparitie i disparitie a cometei. Precizafj
valorile lui k, ce asigura vizibilitatea cometei.

Pentru aceasta este suficient si cerem ca ecuatia obtinutd si aibd riddicinile reale. De aici A > 0, d4
RS

2. Profilul unei trambuline de schi este bazat pe ecuatia y = 0, 00422 — 0, 8z. Pentru ce valori ale lui z,
y = 07 Care este cel mai de jos punct al trambulinei. Precizati coordonatele acestui punct.

1
3. Distanta parcursi de un corp in cidere liberd este datd de legea s(t) = égtz, unde s se mdsoard in
metri, ¢ (timpul) se médsoard in secunde, iar g ~ 9,8 m/s” este acceleratia gravitationald. Determinafi:
1) distanta parcursd in 5 s;
2) cate secunde ii trebuie corpului pentru a parcurge distanta de 15 m?
4. Se consideri dreptunghiurile de perimetru egal cu 20. Determinati laturile aceluia care are aria cea |

mai mare.

Reprezentarea grafici a functiei f : A — R, A CR. f(z) = az®*+bz+¢
g5

Ceea ce ni se cere in acest paragraf este de a trasa grafi-
cul unei restrictii a functiei de gradul doi pe multimea
A, submultime a lui R. Pentru aceasta trasim grafi-
cul functiei corespunzitoare pe R (deci a extensiel
g:R =R, g(z) = az® + bz + ¢, a # 0) cu o linie
punctatd, dupi care reprezentim cu o linie continud
acea parte din grafic care corespunde domeniului de
definitie (deci se pastreaza din graficul functiei g acea
parte corespunzitoare valorilor lui z € A — adicd acea
parte a reprezentdrii grafice a cdrei proiectie pe axad
Oz este multimea A).

Altfel spus, din graficul functiei trasat pe R
pistrim acea portiune pe care o delimiteazd
dreptele paralele cu Oy, care incadreazi multimea A.

Exemple. 1) Si se traseze graficul functiei f : [-1,5] — R, f(z) =z* —2z - 3.

—_
N
~
|
1
U
1
I
L .
o)

—

i -
—
U-======= === ===

-~

N
W

~
~

[
-
A -
EEi=2l
)
N

Fig. 11
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R. Considerdm extensia lui f, functia g : R — R, g(z) = 22 — 2z — 3 al cirei grafic este trasat punctat
in fig. 11.a). Retinem din graficul lui g portiunea cuprinsi intre A §i B (fig. 11.b)).

9) S& se traseze graficul functiei f : R — R, y y
2-4, z<1 > 9

f(z)z{ 9-z% z>1 1 ,a\l e 8f

R. Urmim aceeasi reguld ca mai sus §i considerim ! II :\ ! E

functiile 1,92 : R — R, g1(z) = 224, go(z) = 9—22. \ M !

Trasim graficele functiilor g1, g2 cu o linie punctati v v v \

(fig- 12,a) dupd care cu o linie continud reprezentim L E I E

porfiunea formatéd din puncte ale graficului lui g; cu '9‘—2\——3-;1—!2—&3——! = 0;1 el

abscisa < 1, iar in continuare tot cu o linie continui P x 241 % :

reprezentdm portiunea formatd din puncte ale graficu- I 7 12 3 }\

lui functiei g cu abscisa = > 1 (fig. 12,b)). Graficul - -4

lui f este format din doud ramuri de parabole. a) Fig. 12 b)

[magini si preimagini ale unor intervale

Fie functia f : R —» R, f(z) =az?+br+c, a#0si [ = [@,0] C R, @ < B. Cum se poate preciza
fI) = {f(z)|z € I} daci se cunoaste forma graficului lui f? '

Reamintim ci multimea f(I) se numeste imaginea multimii I prin f. Daci I = R, atunci f (R) =Imf
se numeste, simplu, imaginea functiei f.

Sunt de analizat trei cazuri (presupunem a > 0; cazul a < 0 se trateazi analog).
yA yA ylr

Xy

a) b) c)
Fig. 13
bl C (—oo,-—%] (fig-13, a)). Functia f este strict descrescitoare pe (—oo, —%} si raméne la fel

Pe 0 submultime a acesteia. Deci, din @ < z < f rezultd f(a) > f(z) > f(B), ceea ce arati ci
f) = [f(B), f(a)]. Daci z € I (intervalului I ii corespunde pe axa Oz segmentul marcat mai ingrosat
e, B]), atunci pentru a determina imaginea f(z) se duce prin z o perpendiculari pe Oz pani taie graficul
intr-un punct M. Din acest punct ducem perpendiculara MM’ pe Oy. Punctul M’ are ordonata f(z).
Pentru a obtine imaginea intervalului J prin f, ducem perpendiculare pe Oz in punctele lui J péana inter-
secteazd graficul lui f. Aceste puncte se proiecteazi pe Oy. Multimea ordonatelor proiectiilor pe Oy este
f(I). Altfel, portiunea din grafic delimitati de dreptele z = a, T = [ se proiecteazi pe axa
Oy. Multimea ordonatelor acestor puncte este f (1).

)Ic [;—b,oo). Pe intervalul [—%,oo) functia este strict crescitoare. Asadar, din o < z < [ se

bine f{a) < f(z) < £(B) (fig- 13 b)). Prin urmare, £(I) = [f(<), £(B)]-
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3) —2ie.r. Deci I = a,—-Q% U<—%,ﬁ si f(AUB) = f(A)U f(B). ‘

Avem:af([a,—%D = [r(-m) s@] 51 ([-2d]) = (¢ (-55) ] Doct 1@ 2 )

atunci f(I) = [f <—%) f(@)]. (g. 13, ¢)).

in concluzie, pentru a obtine f(I) se delimiteazd portiunea din grafic determinata de dreptele = = a g
« = f3, care se proiecteazi pe axa Oy. Multimea ordonatelor acestor puncte este f().
Exemplu. Fie functia f.: R — R, f(z) = 2> — 4. Si se determine f([-2,-1)), f([1,3]), f([-2,3)). Ia
fig. 14 avem reprezentate atieste multimi.

yl

i m
x

f(-2,-1)) =[-3,0] £([1,3]) = [-3,5] f([-2,3]) = [-45]
Fig. 14
Reamintim ci, daci f : A — B este o functie, iar By C B, atunci mul{imea fY(By) = {z € A|f(z) € By}
se numegte preimaginea multimii B;. Revenim la f: R — R, f(z) = ar’>+br+c,a#0sifiebeR
(codomeniu). Atunci f~'({b}) = {z € R|f(z) = b}, altfel spus, in preimaginea multimii formate numai
din elemente b se vor afla toate solutiile ecuatiei (in R — daci existi) f(z) = b. In cazul cand avem graficul
lui f, punctele care au abscisele z, solutii ale ecuatiei, se afld la intersectia dreptei y = b cu graficul lui f
(fig. 15). Se disting trei cazuri: :
3 A yAL yA

x1)=f(x2) / y=b \ A \

i
ol
O
xVY

S

o~ % % R X =
P =fmey ({5} =Ed  rien=e
b> —4% . Fig. 15 daci b < —42-

a

1) dreapta y = b taie graficul (parabola) in doud puncte de abscise =1, z2. Avem f ~1({6}) = {z1, 72}
2) dreapta y = b este tangenta graficului in varful V, cand f~'({b}) = {zv}.

3) dreapta y = b nu taie graficul si f~1({6}) = 0.

Daci B = [y1,2] € R (codomeniu), atunci f~1(B) = {z € R|y1 < f(z) < y2}-

in concluzie, pentru a obtine preimaginea intervalului [y;,y2] € R (codomeniu) prin f consideram
dreptele orizontale y = y;, ¥ = y2 care delimiteazi portiuni din graficul lui f, care se proiecteazi pe axd
Oz. Multimea absciselor acestor puncte este multimea f~*([y1,2])-
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y=—5

f{-3h ={-11} f4(-2,8)) = [-3,—v2] U [V2,3]
Fi{-5) =0 Fig. 16

Exemplu. Fie f : R — R, f(z) = 2% — 4. S4 se calculeze: fY{-5)), F7*({-3}), f~Y([-2,5)).
Avem: f~1({-5}) = {z € R|f(z) = —5}={z € Rla® — 4 = -5} = 0 (fig. 16),

F1({-3}) = {z € RIf(z) = -3} = {z]a® —4 = -3} = {-L,1}.

FH(-2,5) = {z| -2 < f(x) <5} = [-3,—V2] U [V2,3]
Pentru ultima multime, ducind dreptele y = b, —2 < b < 5, ele vor intersecta parabola in doud puncte
distincte ale ciror proiectii pe Oz sunt puncte de abscise 22 € [-3,—v/2] si 71 € [v2,3].
Observatie. Pentru a obtine intervalele [-3,—v2], [V2,3] este suficient si proiectim portiunile de
parabold, cuprinse intre dreptele y = —2 §i y = 5, pe axa Oz.

Probleme propuse

1. a) Si se determine axa de simetrie pentru graficul functiei f: R — R si si se determine
varful parabolei in cazurile:

1) f(z)=22+1; 2) f(z)=2-2% 3)f(z)=322—4z; 4) f(z)=2"-5g;

5) f(z) =422 -3z +1; 6) f(z) = —3z% + 5z — 2.

b) Pentru f : R — R, verificati egalitatea aldturati si trageti concluzia legatd de axa de
simetrie a graficului:

1) f(z) =22—2z, f(l—z) = f(1+z),Vz €R; 2) f(z)= —z2+5z, f (-g——m) =F (g—&-x ,VzeR.

2. Si se determine punctele de intersectie ale graficului functiei f : R — R cu axele de
coordonate in cazurile:

1) fg)=22—9 2) fz)=22"+1; 3) f(z)=—-22+5 4) f(z)= 32> — 6

5) f(z) =2z —52% 6) f(z)=a2—5z+4 7) f(z)=2>—6z+9; 8) f(z)=—a’+4z—4
g)f(x)=x2—4z+m,m€R; 10) f(z) =22 +mz—1, meR. '

,3’-\55 se traseze graficul functiei de gradul doi f : R — R si utilizand graficul, si se determine
f(A) si f~1(B) in cazurile:

]-) f(:l:) = $2, A= (_3’5)! B = [114]; (2-) f(z) = -12: A= ("'27 2)1 B = (_112);

3) f(x)=22+2, A=[0,3], B=(-1,6]; 4) f(z)= —z2-1, A= (—-;—, —:—), B = [0,-1];

9 f(z) = 2% — 6z, A= (—00,2], B = (1,4); @) f(z) = —z? + 4z — 4, A=[-3,3]), B = (o0, —4);

7) f(z) = (z+1)(z—2), A=[-2,3], B=[4,00); 8) f(z)=(1—z)(z+5), A=[-5, 0], B = (—o0.9].
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4. Si se reprezinte grafic functiile f : D — R si si se determine f(A4) si F~YB) utilizang
graficul, in cazurile:
1) f:[-3,3] =R, f(z) =222, A= (-1,2], B=[L,8];

2 3

2) f:[-1,2] =R, f(z) = —%, A=[0,1),B= (—1,—5];

:[1,00) = R, f(z) =2 +1, A=[2,3), B=[2,10];
: (—00,1] = R, f(z) =2®>—1, A= (—00,0], B = (—00,-2);
3) B=][L3];

)

) F

) f

) F:[-3,-1]U[L,5] =R, f(z) =2®-3z+2, A= (-2,-1)U 1,§ ,
) f

) f

= W

(=2

: (—00,—1]U[1,00) = R, f(z) =2®+3z+2, A=[-3,-2), B =[3,00);
241, z<-1

% 1-z22, z>-1"

:R—=R, f(z) = { A= (-4, _2] U [0’3]’ B = (0,3);

2 —4z, >1
8) f:R,—']R, f($)={ .’62—16 z<1 1A=[‘1)1]U[273))B=[_41_3);

2
9) f:R— R, f(z) = { R s A= [Leo), B= (00,3
—z2 45z, z<-3
10) f:R—R, f(z) = { BT et [-5,-2], B = (—4,4).
5. Fie familia de functii de gradul doi f, : R = R, fn(z) =mz?+2(m—1)z+m—1, m #0.
1) Si se arate cd varfurile parabolelor 7, asociatd functiilor fn, se afld pe dreapta z+y=0.
2) Si se arate c# parabolele Py, trec printr-un punct fix.
3) Si se determine parametrul m astfel incat varfurile parabolelor P, si fie pe rand:
a) sub axa Oz; b) pe dreapta y = 3; c) deasupra dreptei y = —1; d) pe dreapta 2z+3y—>5 =0;
4) Si se determine portiunea de pe dreapta =+ y = 0, care contine vérfurile parabolelor cu
ramurile in jos.
6. S# se determine functia de gradul doi f: R — R, f(z) = az®+ bz +¢, a # 0, daci (pe rand):
1) graficul este tangent axei Oz in punctul A(1,0) si taie axa Oy in B(0,1);
2) graficul contine punctele A(3,1), B(4,4) si are axa de simetrie z = 2;
3) graficul trece prin punctele A(0,—1), B(3,—1) si este tangent dreptei y = 2;
4) graficul contine punctul A(4,5) si are varful V(2,4);
5) graficul este tangent axei Oz si intersecteazi dreapta y—2z+12 = 0 in punctele de abscise
z=-2, z=4.

7. S# se arate ci daci f(z) = z2, atunci f (

geometrica.

8. Daci f(z) = 2%, b1 = a1 > as > bs, a1 + ap = by + bo, atunci f(b1) + f(b2) > f(a1) + f(a2)
(Karamata). Interpretare geometrica.

9. Fie parabolele asociate functiilor f(z) = z2+ 1, g(z) = —z®> — 1. Si se arate ci existd o
infinitate de paralelograme avand cate dou# varfuri pe fiecare parabold. Cate dreptunghiuri
existd avand coordonatele intregi 7

T+ Ty
2

) < %(f (z1) + f(z2)) (Jensen). Interpretare
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