Relatiile lui Viéte
Urmitoarea propozitie pune in evidentd legdtura intre rddicinile reale ale ecuatiei de gradul al doilea
az? + bz + ¢ =0, a # 0 si coeficientii acesteia. Mai precis are loc urmétoarea:

Teoremi. Fie az? + bz + ¢ =0, a # 0, cu ridicini reale z,, zo (distincte sau nu). Atunci
au loc relatiile lui Viéte (matematician francez 1540-1603, unul din creatorii algebrei):

(4
T1+T2=—=, IT1T2=-.
a a

Demonstratie. Daci riadécinile sunt reale, adicd dacd A > 0, atunci formulele de rezolvare a ecuatiei

-b— VA —b A
de gradul al doilea sunt  z; = ﬁ\/_—-’ To = ;—a\/_'
: _—b—\/Z+—b+\/Z_—2b__9 ‘
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Observatii. 1) Aceste formule permit si calculdm suma si produsul rddécinilor ecuatiei de gradul al
doilea fiard a cunoaste efectiv radécinile.
2) (Calculul mental al solutiilor) Existd ecuatii de gradul al doilea cu riddicini reale care pot fi
precizate dacd stim suma gi produsul lor.
Ecuatia z2 — 6z + 5 = 0 are suma ridicinilor 6 si produsul lor 5. Numerele z; = 1, z9 = 5 verifici aceste
conditii 1 +5 =6, 1:-5= 5. Deci raddcinile ecuatiei sunt z; =1, z9 = 5.
3) Ori de cate ori pentru o ecuatie de gradul al doilea se precizeazi o relatie intre ridicinile acesteia,
atunci acestei relatii 1i asociem relatiile lui Viéte.
4) Daci z+y=z+t, o> +y> =22+ 2, atunci =
Exemplu. 1) Si se determine parametrul real m daci intre radicinile ecuatiei z2— (2m+1)z+(m—1) =0
existd relatia z; = 2x,.
2) Pentru aceeasi ecuatie si se arate ci existd o relatie independentd de m intre radacini.
I = 211:2

R. 1) Relatiei date ii atagim relatiile lui Viéte i avem sistemul: Ty+Tp=2m+1

T1Tog =M — ¥
. Cu acestea a treia relatie conduce

2009 i y2009 s 22009 kS tQOOQ.

2(2m +1) 2m+1

g % g
la ecuatia de gradul al doilea in m §(2m +1)2=m-1&8m?>—-m+11 =0, care nu are ridicini
reale. Deci nu existd m real pentru care z; = 2zs.
2) Intre relatiile lui Viéte: ; +z3 =2m +1

T1Zo=m-—1

se elimind parametrul m. Din a doua relatie m = z;z5 + 1, care introdusd in prima dd z; + 72 =
2(z1z9 + 1) + 1 sau echivalent z; + o = 2z1z7 + 3. Ultima relatie este relatia cdutatd (intre ridacinile
ecuatiei independentd de parametrul m).

Din prima si a doua ecuatie deducem z; =

Aplicatii
1. Calculul sumelor puterilor ridicinilor unei ecuatii de gradul al doilea

Fie ,, x5 ridicinile reale ale ecuatiei az® + bz +¢ =0, a # 0.
Cu ajutorul sumei s = x; + x5 si produsului p = 2125 se pot calcula sumele simetrice:

8o = 77 + 23 = (z1 + 22)? — 2z122 = 5% — 2p,
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83 = :r1 + :1:2 = (z1 + 22) (2} — 2172 + 23) = 5(s® — 3p),
sa =i+ 28 = (632 + (23)? = (2 + 23) — 2z132)? = (67 — 2p)°” — 2p°, etc.
In general daci s, = z7 + 2%, n > 3 se poate gisi o relatie de recurentd pentru sumele s;,.
Intr-adevir dacd z1, o sunt ridicinile ecuatiei, atunci avem egalitatile:
a:z:1+bz:1+c—0|:1:1 =2
az3 +bzo+c=0| el
Inmultim prima egahtate cu z]~ %, iar a doua cu :1:2" si le adundm, membru cu membru, ob{inind
a(z] + %) + b(z] 1+:1:2_1)+c(:z:’1“2+:z:2'2) =0, adici

n—2

aSn + bsn_] + CSn_z = 0, n 2 3

Astfel pentru n = 3 rezultd ass + bsz + cs; = 0, iar de aici asz3 = —bsg — cs; = —b(s® — 2p) — cs1, etc.
Pentru n = 4 relatia de mai sus devine: asg + bs3z + c¢s2 = 0, iar de aici asq4 = —bs3 — cs2, etc.

2. Formarea ecuatiei de gradul al doilea

In continuare ne propunem si giisim ecuatia de gradul al doilea care are ca radicini numerele reale z;, z,.
Are loc urmitoarea:

Teoremi. Daci doud numere reale z;, T2 au suma z; + T2 = s si produsul z;z2 = p, atunci
ele sunt solutiile ecuatiei z2— sz +p=0. Cele dou# numere existd daci s> — 4p > 0.

Demonstratie. Aritim ci fiecare numir verifici ecuatia z2—sz+p = 0. Avem: z2—(z1+22)z1+z172=10
sau T3— T3 — T1T2 + T122= 0,
ceea ce este evident. Analog se procedeazi cu z7. g

Exemplu. Fie ecuatia 22 —3z+2 =0, Cl.:ll ridicinile z1, 9. SA se formeze ecuatia de gradul al doilea in
1

y care are ca radécini: a) y1=—,y2=-—; b))y =2}, 12=2% )y =T1+—, Y2 =Ta+ —.
T b I T2
R. Pentru ecuatia datd avem relatiile lui Viéte z; + z2 = 3, z172 = 2.
Pentru a forma ecuatia de gradul al doilea in y trebuie si calculdm suma s = ¥; + y2 si produsul p = 1195.
Atunci ecuatia de graclul1 al dolilea in y este: y2 —sy+p=0.

T1+z2 3 1 1

A ek B e ST SRV i b

a) Avems=y; + 12 = :g + = P sip= 119 e
Ecuatia in y este: 3 — SiHg = 0sau 2y?> —3y+1=0.

Obsci'va'gie. Si remarcdm ci radicinile ecuatiei in y se obtin din cele ale ecuatiei in z prin transformarea
Y= ; De aici z = ‘.l_/" care inlocuit in ecuatia in z di ecuatia in y ciutats. Intr-adevir avem:

)2 1 "
=) -3(=)+2=0&22-3y+1=0.
y y)-

b)Avem: s=y1+p =22+ 73 = (T1+22)2 - 2222 =9—4 =55 p=y1y2 = (z122)? = 4. Dedi
ecuatia in y este: ¥ — 5y +4=0.

1 1 1 1
c) Avem; 3=yl+y2=1'1+';1'+$2+— (m1+ z2) + (2?1 +:c_2) =3+g=§§i
1 1 T T 1 z2 4 x2 1 1
p=y1y2=(zl+_") (z2+‘—)=$1$2+'—1+-—2-+——-=zlx2+ 1 2 =24—+=-=5.
T To Tg T1 TiTo T1T2 T1To 2.2

9
Deci ecuatia in y este: 3% — §y+5=0¢>2y2—9y+ 10=0.
Observatie. Se constatd imediat ci ecuatia are ridicinile z; = 1, zo = 2 si se calculeazi ugor ridicinile
¥1, Y2 in fiecare caz in parte. Am preferat aceasts tehnici de mai sus pentru a forma ecuatia de gradul al
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doilea in y pentru cazul in care rddacinile z;, x ale ecuatiei in z au exprimdri mai complicate. Aceastd
tehnicd se utilizeazd si daca rddicinile ecuatiei in = nu sunt reale.

3. Descompunerea trinomului de gradul al doilea in factori liniari

Fie trinomul de gradul al doilea aX? +bX +c, a,b,c € R, a # 0 si b> — dac > 0. Deci ecuatia de gradul
al doilea az® + bz + ¢ = 0, are radcinile reale z;, zo.

Are loc urmaitoarea: '

Teoremi. Trinomul aX? +bX +¢, a # 0, b — dac > 0 se descompune in factori liniari dupa
formula aX?+bX + ¢ = a(X — 71)(X — z2), unde z,, z» sunt ridicinile reale ale ecuatiei
a2 +bz+c=0.

b
a
= a.[(.X2 - :1:1X) iy ('BQX - .’1115132)] = a[X(X = :rl) = ’CQ(.X — .’121)] = a,(X - :rl)(X = $2). o
Exemple. 1) Si se descompuni in factori liniari trinomul: 6X2 + X — 1.

Demonstratie. Are loc scrierea: aX?+bX +c=a (X +-X+ 2) =a[X? — (z1 + 22)X + z179] =

R. Rezolvim in R ecuatia (atasati trinomului) 6z% +z — 1 = 0 si giisim solutiile z; = —%, To = % Deci
1
6X2+X—1=6<X+%) (X—§> sau 6X%2+X—-1=(2X+1)(3X —-1).
6X%+ X —1

2) Sa se simplifice fractia: T TEX T 1
R. Se descompune in factori liniari atat numaratorul cit §i numitorul fractiei. Am vizut la exemplul 1)

i 6X2+ X —1=(2X +1)(3X —1). Ecuatia 6z% + 5z + 1 = 0 are solutiile z; = —%, Ty = —%
1 1
Deci 6X2 +5X + 1 =6(X+§) <X+§) sau 6X%+5X +1=(2X +1)(3X +1).

(X +1)(3X —1) 3X-1
(2X +1)(3X +1) ~ 3X +1°

Acum fractia se scrie

Probleme propuse
9 Si se scrie relatiile lui Viéte pentru ecuatiile:
1)z2-1=0; 2)z?+22=0; 3) —22+4=0; 4) —222+3z=0; 5)22—-3z—4=0;
6) 6z2—z+1=0; 7)mz’+m—-1)z+2=0,m#0; 8 (1-m)z>—mz—1=0,m#1.
@ Si se determine parametrul real m daci fiecare ecuatie are indicat in dreptul ei o solutie.
1)(m+1)22-2mz+3=0,z=3; 2) (m?>—m)z+2mz—-2=0,z=1;
(M2 +1)z-—(1-2m)z—1=0,z=-1; 4) (m+1)2’—mz+2m—-5=0,z=2.
3.Fie A={z€R|2’-6z+a=0}, B={z€R|2?+bx+c=0}, a,b,c € Z. Si se determine a,
b, c daci AUB = {1,2,4,5}.
4. Si se determine parametrul real m, daci pentru fiecare ecuatie avem indicatd o relatie
intre ridicini.
z2—z24m+1=0;
a) 3z =zg; b) 2z +320=1; ¢)TTot+z1+T0="5 d)z?+z3=3;
e)zi+z3>1; f) a-%—;;:l;
2) 22 — (m— 1)z —m =0;

a) Ty =x9; b) Ty —2T9=3; c) 7120 —2(z; +32) =-m?; d) —+ —<3;
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e)z? +z3>5 f) lg+i9>2;
Z5. " XS
3) mz? —(m—1)z+1-2m =0,
a) 2122 = 3(z1 + 72); D) 2 +ad =2 c) ) B Lo,
) 1 2 4 3 T To ) T To
5. Pentru fiecare dintre ecuatiile de mai jos aritati ci existd o relajie independentd intre
radicini.
1) 22— 2mz+m—-1=0; 2)mz?+3z—-1-m=0; 3) (m+1)z2+mz+3m—-1=0,m# -1
4) (1-m)z2-2m+1)z+m+2=0,m#1
6. Se consideri ecuatia 7z2 — z — 3 = 0. Utilizand relatiile lui Viéte sd se determine valorile

expresiilor:

1 1 1] 1
1)} +af; 2) 2+ 3)zi+ah; 4)z_1+z_2; 5);g+;g;

6) LI 7 T1+3  T2+3 3) 722 — 371 + 2 7a:§—3z2+2.

T3 T1 z9+3 m1+3’ 723 —3z0+2 Tzt — 371+ 2
7. Fie ecuatia 222 — 2(m + 1)z +m? — 3 = 0, m € R, cu ridicinile z;, z3. Si se arate ci:
1) (z1 12+ (z2—1)2=4; 2) 3,73 € [-1,3]
8. Sise determine m € R pentru care suma pitratelor ridicinilor ecuatiei z2+(1—m)z+2m =0
este minim#. Si se determine acest minim.
9. Fie fm(z)=(1-m)z>+(m—4)z+2m+3, m#1.
1) Si se arate ci Vm # 1, fi, are doud zerouri distincte. 2) S4 se afle m, dacid z; < —2 < z,.
10. Si se formeze ecuatia de gradul doi care are ridicinile:
1)z =-1,20=3; 2) :1:1=%,1:2=%; 3) T1=1+vV2,22=1-v2; 4) 11=1,3=/3;
5)my=zp=-1; 6)z1=22=2; T)zp=m,zo=-1+m; 8) zy=m+1,z0=2m;
11. Fie ecuatia z>2 —z+m+ 1 =0, m € R. Si se formeze ecuatia de gradul doi in y care are
riadécinile: c
1)y =221, 19 =222; Q=1+, p=2:+1; @ Y1 = T1 + 22, Y2 = T + 223;

T2

4
@»)?/1="’1§’ y2=z§; (3) y1='z-;, y2=;1-; @y1=m1+m§, y2=:n2+:1:%;

. 1 1
’7))y1=m1+;;,y2=z2+$_1; 8) y1 = 2% — 71, Y2 = 75 — To. '

12, a) Si se descompuni in factori liniari expresiile:
1) X2-3; 2) X2-5X; 3) X?2-7X+6; 4)12X2-X-1; 5)2X2-3X+1; 6)3X2—-8X+5.

b) Si se simplifice expresiile:
1 X2-9 )X2—3X+2_ 3) 4X2 -1 4)4x2—4x—3
X2-6X+9’ X2-4 ° 2X2+X -1’ 4X2 -2X -2

Semnul functiei de gradul al doilea

Fie functia de gradul al doilea f : R — R, f(z) = az?+bz+c, a # 0 §i ecuatia atagatd ei az®+bz+c=0.
Am vizut ci semnul lui a ne preciza monotonia functiei pe anumite intervale. Vom vedea in continuare cd
semnul lui A = b2 —4ac coroborat cu semnul lui a precizeazd semnul functiei f. Reamintim cd a determina
semnul lui f inseamni si aflim valorile lui = pentru care f(z) > 0 precum i valorile lui x pentru care
f(z) < 0. Punctul M(z, f(z)) pentru care f(z) > 0 este situat in semiplanul superior delimitat de Oz
(deasupra axei Oz), iar daci f(z) < 0 punctul este situat in semiplanul inferior delimitat de Oz (sub axa
Oz). Daci f(z) > 0, atunci punctul se afli in semiplanul superior, inchis delimitat de Oz (adici punctul
se poate afla deasupra axei Oz sau pe axa Oz).

~an
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Are loc urmdtoarea:

Teoremi. Fie f : R = R, f(z) =az? +bzx+c,a#0.
1) Dacd A > 0, atunci ecuatia atagatd lui f are doud rédécini reale distincte z; < o, iar
semnul lui f este cel al lui a in afara radicinilor §i semn contrar lui a intre radicini:

z | - T) T2 +0o0
f(z) | semnul luia 0 semn contrar luia 0 semnul luia
a>0 a<0
Tabelul de X oo X % ] % fen ok e e
semnpentru f | Tl + 0 - o0 + fal - 0+ 0 -
Ly N
Interpretarea i + 58
+ +
geometrica ‘o 0 oy . X1/ \Xz X
X1¥ __'- X2 X /0 0 O\

2) Daci A = 0, atunci ecuatia atasatd lui f are doud rddacini reale egale z, = z2 = —2—b-,
a
: b
iar semnul functiei f este cel al lui a pe R — {—2—}
a
‘ —0 —i +00
5 20
f(z) | semnul luia 0 semnul lui a
a>0 a<0
Tabelul de X |-o0 -8 S e -8 e
semn pentru f o0l + 0 + o0l T g
Ty
Interpretarea X4 =_i‘2 X
geometrica 0 = \

: T | —o0 +00
este semnul lui a pe R. @) | —
2 semnul lui @
a>0 a<0
Tabelul de " X |-o0 +00 X |-o0 +00
semnpentru T} oo™ 4 4 ¢ To01 5 > &) <
yph + Ay
+ + X
Interpretarea Ei ok 0 o
geometrica TN
0 «x
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Demonstratie. Vom demonstra teorema pentru a > 0. Cazul a < 0 se trateazi analog.

1) Am vizut ci daci trinomul de gradul al doilea aX?+bX +c, a # 0 are ridécinile diferite 1, 2, atungj
se poate scrie aX? + bX + ¢ = a(X — 21)(X — z2).

Din A > 0 rezultid cd ecuatia atasati are doud ridicini reale diferite z;, x2. Deci functia f se poate
scrie f(z) = a(z — z1)(z — z2). Presupunem ci z; < zp. Dacid z € (—oo,71), atunci z — 1 < 0 g
z — z9 < 0. Tinand seami de regula semnelor la inmultire rezultd f(z) > 0. Dacd z € (z2,00), atunci
z—1x1 > 0,z —x9 > 0si f(z) > 0. Am aritat astfel ci daci = este in afara radacinilor, adicd dacg
z € (—00,z1) U (z2,00), atunci f(z) > 0, adicd f are acelasi semn cu a(> 0). Daci = € (z1,22), atunci
z —x1 > 0, iar £ — x3 < 0. Prin urmare f(z) < 0, adicd intre zerourile ;1,2 (ale functtiei f), functia f
ia valori de semn contrar lui a(> 0).

: : b : <
2) In acest caz daci A = 0, ecuatia atagatd are ridicini dubli z; = 25 = T si functia f se exprimi

b 2
sub forma f(z) =a (2: < %) :

b . ¥ b . A
Daci o = 5, atunci f (—£> = 0. Dacd = # “o} atunci (x+%) > 0 si cum a > 0 avem

f(z) > 0. Prin urmare semnul lui f este acelasi cu semnul lui @ pe R — _E}'

3) Dacd A < 0, atunci scriem functia f sub forma canonic3 si avem:

2a 4a

Observatie . In cazul ridécinilor distincte remarcim ci: semnele functiei alterneazi de o parte si
de alta a unei ridicini. De asemenea, observiim ci: semnul unei functii nu se schimbi pe un
interval. Deci este suficient sd determinim semnul pe un interval si apoi sa alterndm semnele pe celelalte
intervale. Pentru a gisi semnul lui f pe un interval se alege o valoare zg din acest interval si se calculeazi
f(zo). Semnul lui f(zo) va fi pe tot intervalul.

Exemplu. Si se studieze semnul functiei de gradul doi f : R — R, in cazurile:

a) f(z)=22-3z; D) f(z)=-2*+z; c) flx)=22-2z+1; d) f(z)=—-2?-z-1.
R. a) Ecuatia atasatd functiei de gradul doi este 22 — 3z = 0 (cu A > 0) si are ridicinile reale diferite
—00 0 3 +00

)
() | % 0= D %

2
flz)=a (:1: + P—) me > 0, Vz € R, ceea ce-i usor de vizut. g

3 =0, 29 = 3. Cum a =1 > 0, tabelul de semn pentru f este:

Deci: f(z) > 0 daci = € (—o0,0) U (3,00);
f(z) <0 daci z € (0,3); f(z) =0 daci z € {0, 3}.
b) Ecuatia f(z) = 0 (A > 0) are rddicinile reale distincte z; = 0, zo = 1. Tabelul de semn al functiei
] —00 0 1 +00
f(z) | e
Deci: f(z) > 0 daci z € (0,1); f(z) <0 dacd z € (—o0,0) U (1,00);
f(z) =0 daci z € {0,1}.
c) In acest caz A = 0 si ecuatia f(z) = 0 are ridicina dubli z; = o = 1.
T —00 1 +00
f(z) | + 0 +
Deci f(z) >0daciz € R— {1}; f(zr) =0daci z = 1.

este: (e=-1<0).

Tabelul de semn al functiei este:
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d) Aici A < 0 si ecuatia f(z) = 0 nu are ridicini reale. Cum a = —1 < 0 tabelul de semn al functiei este
T [ —00 ‘00
(@) = mpis
in cazul raddcinii duble z; = z3, in rddicina dubld se ,cumuleazi‘ un semn. Deci pe celelalte intervale
(—00,%1), (21, 00) funcia are acelagi semn. Pentru stabilirea semnului pe interval se procedeazi ca mai
sus. Dacd ecuatia f(z) = 0 nu au rddécini reale, atunci semnul lui f este acelasi pe tot intervalul
= (—00,0).

(a=-1<0). Deci f(z) <0, Vz €R.

Probleme propuse

1. Si se determine semnul functiei de gradul doi f: R — R, in cazurile:

1) f(z) = z2; 2) f(z) = —2% 3) f(z) =z%+5x; 4) f(z)=—-222+3z; 5) f(z) =22—6c+9;

6) f(z)=—-2+4z—4; T) f(z)=2+3z+5; 8) f(z)=—2?+2z-4.

2. Si se determine zerourile gi semnul expresiilor:

1) Ei(z) = (z +1)(z? — 5z + 6); 2) Ep(z) = 23 — 322 + 2g;

3) Bs(z) = (1 - 2)(a? — dz); 4) Ea(a) = (2—z)(a2 - 9).

3. S3 se determine zerourile numardtorului si numitorului fractiei si apoi si se stabileasci
semnul ei, in cazurile

2 2 =B
DR@=2"02#% ) Be)=2 "2 npus
3) Fi(z) = —%‘*—2 #1545 4)F1(x>=—;f5”';i“"4,m¢1,z¢4.

4. Pentru functia f: A CR — R si se determine semnul daci:
1) f(z) =22-3,A=[-2,2); 2) f(z)=2%-5z, A=(-1,6); 3)f(z)=1522+22—1, A=[-1,1].
5. S3 se determine f:R — R, in cazurile:
1) f(z) = sgn(z® —4);  2) f(z) = sgn(z® — 3z); 3) f(z) = sgn(—z% +5z); 4) f(z) = sgn(z? —
4z — 5).
6. a) Fie functia f: R — R, f(z) = 22 — mz + 4. Si se determine m astfel incat f si ia valori
nenegative pentru orice z € R.
b) Fie functia f: R = R, f(z) = —2? + (m — 1)z +m — 1. Si se determine m astfel incat f si ia
valori nenegative pentru orice = € R.
a? b2 a b
7. S& se arate cd Va,b € R* avem — b2 —=3 3+; +5>0.
8. Si se determine min E(z,y), =,y € ]R, unde E(z,y) = 2% + 6y? — 2zy + 6z — 16y + 18.
9. Si se determine m € R astfel incat (pe rand):
Va2 +y?—2c+4y+m+3>0,Vz,y€R; 2)22+y’—mz+y—-m+1>0,Vz,yeR.
10. Fie functia f:R—R, f(z)=(z—a)(z—c)+(z-b)(z—d),a<b<c<d.
1) S4 se arate ci f(a)f(c) <O. 2) Si se deduci inegalitatea (a+ b+ c + d)? > 8(ac + bd).
11. Fie functia f: R — R, f(z) = (ax —a;1)®> + (az — a2)? + ... + (az — an)?), a # 0, a; € R.
1) S¥ se arate ¢i fuyin nu depinde de a.
2) Daci a? +a2+...+a2 =1, atunci |a; +as + ... +a,| < /7.

n

12. Fie functia f : R — R, f(z) = Y (aiz — b)%, a; #£0, Vi, Va;,b; € R.
i=1

1) Si se arate ci f(z) >0, Vz € R. 2) Si se determine fiin-
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n 2 n n
3) Si se deduci inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz: (.Z a.ib,-) < (Z a?) (Z bf) , Cu
i=1

i=1 i=1

=2_...= %"— (daci b; = 0, atunci a; = 0).
n

bl b2
1 1 1
Aplicatii. 1) a?+b%+c% > ab+bc+ca, Va,b,c € R si ardtati ci ecuatia S dip e 0 are
radicinile distincte dacd a < b < c.
2) (Aczél) Fie f : R = R, f(z) = (a12—b1)? — (625 — b2)? —... — (anT—bn)?, unde a} > a3 +aj+...+a?
ai,b; e R, n> 2.
a) Si se arate ci ecuatia f(z) = 0 are ridicini reale;

egalitate in inegalitate dacii

b) Si se deduci inegalitatea lui Aczél: (a1b;— agba— ... — anbr)’> @3 —af—...—ad) PI-b3 ... b3),
b b b

cu egalitate in inegalitate dacad 1=2= .. =2
a a3 an

13. Utilizand functia f (z) = 22 + bz + ac, din (a + b+ c)c < 0, deduceti cd b2 > 4ac, a,b,c €R.
14. ytilizand semnul functiei f(a) = a2+ (b—3)a+b?—3b+3, a,b € R, deduceti ci a®+ab+b%>
> 3(a+b—1). Analog aritati cd z?+y2+ 22 +ay+yz+ez+T+y+z+ < >0,Vz,y,z€R.

8
15%. Dacd f(z) = az? +bz+c, a,bER, a <bsi f(z) 20, f(z) 20, Yz € R, atunci atitesy

b—a
Inecuatii de forma: az? + bz +c¢ > (>,5,<)0,a #0
Sisteme de inecuatii

Strans legatd de semnul functiei de gradul doi f : R — ]R f(z) =az’+bz+c, a # 0, este rezolvarea
inecuatiilor de gradul doi de necunoscuti z, de forma az®+bz+c¢>(>,<,<)0, a #£0), (1).

A rezolva inecuatia inseamni a determina toate valorile lui @ € R care verifici (1) (deci a-i determina
toate solutiile). Aceasta revine la a determina semnul functiei f(z) = az? + bz + c.

Un sistem de inecuatii de gradul doi are cel putin o inecuatie de gradul doi, iar celelalte inecuatii pot fi de
gradul intdi. O solutie a sistemului este un numér real « care verifici fiecare inecuatie a sistemului. Deci
multimea solutiilor unui sistem de inecuatji se obtine intersectdnd multimile de solutii ale inecuatiilor care
formeazi sistemul.

Geometric, solutiile inecuatiei f(z) > 0 (< 0) sunt abscisele punctelor de pe paraboli situate deasupra
(sub) axei Oz.

Practic, proiectia ortogonali a portiunii de grafic situat deasupra (sub) axei Oz, pe Oz ne di
multimea de solutii a inecuatiei f(z) > 0 (< 0).

Probleme rezolvate

1. 8% se rezolve inecuatiile:
a)z2—z>0; b)-322+6x<0; c)z2-9<0; d)z*+4z+92>0.

R. a) Se consideri functia de gradul doi f : R = R, f(z) = z? — z, care are tabelul de semn

T | —00 0 1 +00
fz)=2*-z | + 0 - 0 +
multimea S de solutii ale inecuatiei este S = (—o00,0] U [1, 00).
b) Fie f : R — R, f(z) = —3z% + 6z. Tabelul de semn al functjei este
z I —00 0 2 +00

f(z) = —3z% + 6z | = D o 0=

Deci f(z) > 0 dacd z € (—o0,0] U [1,00). Agadar
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Asadar, din tabel, f(z) <0 dacd z € (—o0,0) U (2, 00).
Multimea S de solutii a inecuatiei este S = (—o0,0) U (2, c0).
% |- -3 3 4o

' floy=22-9| %+ 00+
De aici f(z) < 0 dacd z € (—3,3). Multimea S de solutii a inecuatiei este S = (-3, 3).
d) Fie f : R = R, f(z) = 2% + 4z + 9 avand tabelul de semn

T I —00 +00
f(z) | + + + + +

Si se rezolve inecuatiile:

¢) Functia f : R — R, f(z) = z* — 9 are tabelul de semn

. Deci f(z) >0, Vz € R. In acest caz S =R.

2 2

a)r?—3z<5x+3; b)-z’+1>3z2-z; ¢ m———;—:SI.
R. Aceste inecuatii se pot aduce prin transformaéri, treceri de termeni dintr-un membru in altul cu schim-
bare de semn, inmultirea ambilor membri ai unei inecuatii cu un numér pozitiv etc., la inecuatii echivalente.
a) 2?2 -3z <5r+3& 2> -3z-5z-3<0&22-82-3<0.
Multimea de solutii a ultimei inecuatii este S = (4 — /19,4 + V/19). -
b) Inecuatia se scrie succesiv: —z?+1>322 -~z 0>2%—-1+32% —2 4 0>42? — 2 —1. Multimea
1- V17 14+ V17

8- o\, 8 i
¢) Se inmultesc ambii membri ai inecuatiei cu c.m.m.m.c. (2,3) = 6 si inecuatia se scrie echivalent:

1—- /19 1+\/E}

de solutii a acestei inecuatii este S = [

2
E——g51@31:2—2:1:56©3z2—2$—6go,cumull;imea.desolutiiS= [

2
2

3. Sd se rezolve sistemul de inecuatii: { 22 :Zi:g’Z 0, g;

R. A rezolva sistemul de inecuatii revine la a determina multimea S de numere reale x care sunt simultan

solutii ale inecuatiei (1) si inecuatiei (2).

Multimea de solutii a inecuatiei (1) este S; = (—o0,2] U [3,00), iar a inecuatiei (2) este multimea

S = (0,4). Deci S =S5, NSy =(0,2] U [3,4).

Reprezentdnd pe axa reald multimile de solutii S; si S, multimea S de solutii este portiunea din axi

dublu haguratd (corespunde intersectiei lui Sy §i Sa, adicd partii comune a celor doud mulgimi).

3 3

S1 2 o3 S1
0 s s RAAAL A S IAAAAN sy s s p TDO
7TTTTTTZ Y 7A7RROG T T 7T

=3

0 S2 4 :

4. a) Fie f : R = R, f(z) = az?+ bz + ¢, a # 0. Urmitoarele perechi de afirmatii sunt echiva-
lente:

1°) {p: ;f(x) >0, Vz€RY; .g:,A<08 a>0";

2°) (p:,,f(z) <0, VzeR"; gq:,A<0sia<0".
b) Si se determine parametrul real m # 1 pentru care pe rand:

)(m-1z?+(m+1)z—m+2>0,VzeR;

2) (m—-1)z2+(m—-2)z+m—-3<0, VzER.
R. a) Vom demonstra 1°). Ardtim ci p = q. Daci p este adevirat, atunci f(z) # 0, Vz € R, ceea ce
ardta ci ecuatia f(z) = 0 nu are radécini reale, adici A < 0. Cum f(z) > 0,Vz € R, inseamni ci semnul
lui a este de asemenea pozitiv, adici a > 0.
Reciproc, probim ci g = p. Daci q este adevirati, adici din A < 0 se deduce ci ecuatia f(z) = 0
n-are solutii i atunci semnul lui f este dat de semnul lui a (vezi partea teoretici). Cum a > 0 deducem
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f(z) >0, Vz eR.
Ob'servagie. Daci f(z) > 0, Vz € R, atunci se impun conditiile A < 0 si a > 0 (gi reciproc). Ana.log
pentru f(z) <0, Vz € R.

b) 1) Conform cu 1°) de la a) se impun conditiile: { aA><00 & { ?m; 1?0:1 +9<0

Solutia sistemului de inecuatii este m € ().
a<0 m—1<0
A<O0 —(Bm? —1dm +11) <0

Solutia sistemului este S = (—o0,1). Deci Vm < 1, f(z) < 0,Vz € R.

2) Conform cu 2°) de la a) se impun conditiile {

Probleme propuse
1. S& se rezolve inecuatiile:

1)z?+1<0; 2)3z%2-9<0; 3)-z2+4>0; 4)(z+1)2>0; 5)(z—1)2<0; 6)z2—3z+3 <,
7) 3z —z4+1>0; 8) —4z’+z-3<0; 9)z’-6z+9<0; 10) —z’+62—9>0; 11)z?—1 < 2c+1;
4 1 2-1 3(z+2)_ =« r?+3 2z 1

—3224+2> —5z+6; 13) ——2= <274 . Z. M
12) —=3z*+2 > —5z+6; 13) v & :z:+6, 14) 5 7= g 15) z 3 <15,

2. 5S4 se determine domeniul maxim de definitie al functiei f in cazurile:
1) f(z)=vz2-1; 2) f(z) =V4—-z? 3) f(z) = V2z —2?

z z? — 2z

) fl@)= VT =32 +2 8) f&) =/ 6) fla) =1/

3. Si se precizeze z pentru care:

a) Vd—z?=2-2zV2+7z; b)/(z-1)(z-2)=Vz—1V/z—2.

4. S3 se expliciteze f : R — R, unde:

1) f(z) = min(z® - 3z,-2); 2) f(z) = max(1 - z?,-3);

3) f(z) = min(z? — 22,5z — 6); 4) f(z) = max(2z2 — 3z, z2 + 4z — 12).

5. Sisearateci {z€R|z’-mz+1=0}n{zeR|ma®+2z+m=0}=0.

2 _
6. a) Fie functia f : R = R, f(z) = = m23—1:zz7rf2

sd fie definit3 gi in plus f(z) > 0,Vz € R.
b) Fie functia f: R = R, f(z) = /22 + (1 —m)z +m — 3, m € R. Si se determine m astfel incat

f sd fie corect definita.

y m € R. S3 se determine m astfel incét f

2 _
7. S& se determine m € R pentru care m—M >-2,Vz eR.
z2+z+1
J 2
8. Sid se determine A = {:z: ER|Ja#-1,z= %*-—E}.
a

9. Sésearatecﬁl)rr1€i£(2z2+41:+7,m2+23:+6)25; 2) min](l—x2,1+m)2%.
T

10. a) Si se rezolve sistemele de inecuatii:

1) o ) > —4z+3>0 3) z(z—-1)<0 5 _ (z+2)(z-2)>0
A ord z?—4z+5<0’ 6z -7z +2<0’ 2+2c-3>0 '
3z—-120 z(z+1) <0 z(z—-1)(z=2)>0 ~ :z:+1£0

B) ;8 =Te 250 ;. 64 w205 @)F 2@k ol ikt
:1:2—2:1:+5>0 z+3 1:2—3:1:+2< m)O
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p) Sé se rezolve dublele inecuatii:

T | 2 -1
B2 8<l; 2)-2<z?—6rP8<l; ) —l< oo <0 —2< <2
1) -4<z <:1: ) <z z+8<1; 3) 1<:z2—4:z:+3<2’ 4) SE1s
c) 54 se rezolve inecuatiile:
2 ; ... 2
1) T +m2_2>5, 2)x+2+$_z2<m + 2.

11. Fie f : R = R, f(z) = (m — 1)z2 — mz, m # 1. Si se determine m astfel incat, pe rand:
1) f este strict descrescdtoare pe (—oo,—1]; 2) f este strict crescitoare pe (=00, —1];

3) f este strict crescitoare pe [2,00); 4) f este strict descrescitoare pe [2,0);

5) f este strict crescdtoare pe (1,2]; 6) f este strict descrescitoare pe [1,2].

12. a) Si se determine m # 1, pentru care (m — Dz?+ (m+1)z—-3>0, Vz €R.

b) Si se determine m # 1, pentru care (m + Dz?+mz—-m+2<0,Vz€R.

13. Si se determine m # 0, pentru care f(z) = mz?+2(m — 1)z +m — 2 si nu fie monotoni pe
[1,2]-

14. Fie familia de functii de gradul doi fp, : R = R, fm(z) = mz? +2(m — 1)z +m — 1, m # 0.
Si se determine parametrul rel m astfel incat, pe rand, f sd aibd o valoare:

1) minimi negativd; 2) minimi pozitivi; 3) maximi negativd; 4) maximi pozitivi.
15. Si se rezolve ecuatiile :

1) [¢® —2z] = —2;  2) [¢® — 4z + 5] = 2, unde [q] este parte intreags.

16. Fie f,g:R — R. Si se determine fog, go f, in cazurile:

L] 1 221 e _j 1= z<0 -

z2 4+ 5, T>2 9z2, z< -1
9 5@ ={ Z 3y, 125 0m={ s a5y
224z z>1 z2-22+3, z>2
4)f(“’)={—x+3m2, r<1 ’g(z)"{—m2+3, 22"
2

17*. a) S& se arate ci daci aa > aa + (b, Va,b > 0, cu egalitate dacd a = b, atunci a = %,

; +b
p=-1.
b) Si se arate cd miy + yy:z A z-::v > %(
18. Dacd n,k,r €N, 0<r <n, f(zr) =22 -1z, atunci f(nk+7) 2 rf(k+1)+ (n—r1)f(k).
ax? + bz + c

a'z?+bx+c

z+y+2),Vz,y,z>0.

Determinarea semnului expresiei E(x) =
Multimea valorilor expresiei FE(x)

Pentru a determina semnului expresiei E(z) se studiazi cu ajutorul tabelului de semn, semnul numdra-

torului, semnul numitorului §i semnul catului (E(z)). Pentru a determina multimea valorilor lui E(z)
2
2 Ay 3 _az‘+bx+c
cand z ER-{.’B' adz +bI$+CI —0} = D, notdm y = m,
elimina numitorul din (1) si relatia se scrie echivalent: (a'y — a)z? + (b'y — b)z + c'y — ¢ = 0, care poate
fi gandité ca o ecuatie de gradul doi in = cu solutii reale. Se impune deci conditia A; > 0. Aceasta este
0 inecuatie de gradul doi in y, care rezolvati di multimea pe care o parcurge y = E(z).

(1). Pe multimea D se poate
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Probleme rezolvate
z2—
z2 -5z +4
R. Avem tabelul cu semnele numiritorului, numitorului §i catului (E(z)):
T —00 -3 1 3 4 400
- 0 + +
0

1. Si se studieze semnul expresiei F(z) = si apoi precizati multimea de valori pentru E(z),

e + 0 - +
z? -5z +4 e e +

E(z) ETQTEETATERROT= T+
Prin urmare: E(z) > 0 daci z € (—o0, —3)U(1,3)U(4,00); E(z) < 0dacd z € (—3,1)U(3,4) si E(z) =0
daci z € {-3,3}; E(z) nu are sens daci z € {1,4}.

2 _

Pentru a gisi valorile lui E(z) cand = € R — {1,4} notdm y = ;21—5%—4
gradul doi in z: (y — 1)z2 — 5yz + 4y + 9 = 0. Cum z este numir real, conditia ca ecuatia de gradul doi

in 7 si aiba solutii reale este A, > 0 ¢ 9y% — 20y +36 > 0. Cum A, < 0, deducem ci inecuatia in y este
adeviirati Vy € R. Deci cand z € R — {1,4}, E(z) descrie multimea R.

. De aici rezultd ecuatia de

2. S se rezolve inecuatiile:
a) o 20 8) i 22 o= 3 il ad
(z—2)(z+3) = -1 z—1

R. a) Domeniul de definitie a mecuai;xel este D R {2,—3}. Pentru rezolvarea acestei inecuatii este

suficient si studiem semnul expresiei E(z) = .(:z:—z—2-)—(:z:ﬁ)- cu ajutorul tabelului de semn de mai jos:
z —00 -3 0 1 2 +00
T —1x° - = =04+ 0 - - -
(z—2)(z+3) + 0 = = — = =0 +
E(z) - 4+ + 0 - 0 + + -

De aici F(z) > 0 dacid z € (—3,0] U [1,2).

b) Domemul de deﬁm;xe pentru mecuagle este D =R — {:I:l} Inecuatia se scrie echivalent astfel:
z? 2 —2(z% 1) —z% 42

>2 —_—2>0& >
Bl . Sl z2 — ¢ z2 -1 d:
Pentru rezolvarea ultimei mecua.tu utilizim tabelul de semn

T —00 -2 -1 1 V2 400
—z? +2 - 0 4+ 4+ 4+ + + 0 -
-1 + + 4+ 0 — 0 + + +
—z4+92
= =0+ =+ e =
¢ -1

Din tabel gisim ci S = [-v/2,—-1) U (1,V2].

Observatie Atragem, din nou, atenl;la ci nu se elimind numitorul deoarece aceasta ar insemna fnmultirea
ambilor membri ai inecuatiei cu z2 — 1 care poate fi pozitiv sau negativ. Insi ——— R >3 x> 3(z%+1)
deoarece am inmultit ambii membri cu un numir pozitiv, z2 +1> 0, Vz € R !

¢) Domeniul de definitie a inecuatiei este D = R — {+1}. Se grupeazi toti termenii in acelasi membru §i
apoi se aduc termenii la acelagi numitor. Avem 1necua§ule echlvalente pe D:

z T z(z—1)—z(z+1) - (z2 - 1) -2 —-2z+1
:1:+1—x—1_1s0# (z—1)(z+1) <0‘i‘>(:z:—1)(:z:+1)

Cu ajutorul tabelului de semn g#sim multimea de solutii S = (—o0,—1, —V2]U(=1,-1+v2]U(1,00).
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Probleme propuse
1. Determinati domeniul maxim de definitie pentru functiile:

/ﬁ_g / —z /(:l: 1)(:1:—2)

9. Sd se determme semnul expreswl E(x precum si multlmea valorilor lui E(z), in cazurile:

-4 —z2 44 4 — g2
5 BB Bt B(z) = o
Y BE) = i %) Ele) = ey 9B = gy
z2-9 -3z :z: -3z + 2
=, N AN e = DI 6 R
. 12 -4z +3
3. S# se determine cel mai mic intreg n pentru care ——2—;:5 <n,VzeR.
2
4. Si se determine m € R astfel incat —1 < m—;ix-’-—l <l
zé—x+1
2
1 .
5. Se considerd f: R — R, f(z) = %—, m € R. Si se determine m € R astfel incat
Imf C [~3.2].
2L
6. Si se determine m € R pentru care functia f : R — R, f(z) = Ll este

(m+1)z2—z+1-m
corect definiti si f(z) >0, Vz € R.

T L 1
-ol . — . _— = X
7. a) Si se rezolve ecuatiile: 1) [——:1:2 o i 1] 0; 2) [:1:2 o 1] %

> 5.

b) Si se rezolve inecuatia z2 — 3z + —
T4 =3z

z2+az+b

8% Si se determine a,b € R pentru care f:R — R, f(z) = Bl

are Imf = [-2,2].
Natura si semnele ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea

Am viizut ci pentru ecuatia de gradul al doilea in z, az? + bz + ¢ = 0, a # 0, ridicinile acesteia sunt
reale daci A = b? — 4dac > 0.

In acest caz vorbim de natura ridicinilor. Mai precis avem: rid#cini reale daci A > 0 si nereale
daci A < 0.

Mai mult in cazul ridicinilor reale ne intereseazi si semnul acestora.

Aceast3 problemi este rezolvatd de semnul sumei s = z; + =5 §i semnul produsului p = z1z3. Prezentdm
aceastd discutie sub forma tabelului de mai jos.

Alpl|s Concluzii Comentarii

Din p > 0 rezultd z1,22 > 0 sau z1,z2 <0.

el B Brig 0 Cum z; + 72 > 0 se deduce z1,z2 > 0.

Din p > 0 rezultd 1,22 >0 sau 1,20 <0

il il I B3 % 1 ) Din s < 0 retinem z;,z2 < 0.
Din p < 0, ridicinile au semne contrare.
71> 0,22 <0
CHN oy 1 y L2 A (@)
T > |$2| ) v )

T2 T1
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A'l'p’| 8 Concluzii Comentarii
| | m>0,z<0 Y
21 < |z2] = S
Din p = 0 rezultd z; =0, z9 # 0 (sau z1 # 0,
z3 = 0), iar din s > 0 deducem z3 > 0 (z; > 0).

Din p =0 rezulti z; =0, z3 # 0 (sau z; # 0,

+10|+]| z21=0, 22>0

zre Qi | @10y 0 z9 =0), iar din s <0 deducem z3 < 0 (sau z; < 0).
0 0]
filimslt0 T > 0,_.'1:2 < & % =
|z2| = z1 Ty = —T Ty

Probleme rezolvate

1. Stabiliti semnul raddécinilor reale ale ecuatiilor:

a)z?2—z—1=0; b)2®+3z-5=0; c)2?2+9z+1=0; d)z>’—-9=0; e)z?-3z=0.
R. Si observidm ci toate ecuatiile considerate au radacini reale (A > 0).

a) Din p = —1 deducem c& ridicinile z;, zo au semne contrare. Fiez; > 0, 20 < 0. Dins=1> 0se
obtine ci rddicina pozitivd z; este mai mare decit modulul celei negative, adicd z; > |zs|.

b) Din p = —5 rezultd rddicini de semne contrare. Fie z; > 0, z2 < 0, iar din s = —3 < 0 rezultd ci
|za| > ;.

c) Din p = 1 se obtine informatia cd rddicinile z;, =2 au acelagi semn: z3,z9 > 0 sau z;,79 < 0. Din
s = —9 se deduce cd ambele radicini sunt negative. Deci z1,z2 < 0.

d) Din p = —9 < 0 rezultd ci ambele ridicini sunt de semne contrare: z; > 0 i z3 < 0 (sau z; < 0 si
z9 > 0). Cum s =0, adicd z; + z3 = 0 deducem z; = —z3, adicd cele doud radicini sunt opuse.

e) Din p = 0 rezulti z; = 0 si zo # 0 (sau z; # 0 si o = 0). Din s = 3 se deduce z; + z2 = 3 > 0, adici
x9 > 0. Deci z; = 0 gi 9 > 0 (o ridicind este nuld si alta strict pozitivd).

2. Si se discute natura si semnele ridicinilor ecuatiei: £2—z+m = 0, dup# valorile parametru-
lui real m.

R. Am vizut ci natura rddicinilor ecuatiei de gradul al doilea o di semnul lui A = 1 — 4m, iar
semnele riadicinilor reale ale ecuatiei sunt precizate de semnele produsului p = zi;z9 = m gi sumei
s = x4+ x93 = 1 > 0. Pentru a stabili semnul expresiilor care depind de m se rezolvid ecuatiile

1
A=0&m==s5ip=0¢& m = 0. Aceste valori pentru m impart multimea R in intervale pe
care le precizim in prima coloani a tabelului de mai jos.

m e S Concluzii
m<0 + - - z1 >0, 29 <0, 71 > |z9|
m=0 + 0 + z1=0, 29 >0
m € (O,%) + + + T1,T9 >0
m = 1 0 e + ] =To = }-
4 2
m > % — + o+ Rédécini nereale
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Pozitia ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea fatd de o valoare

in unele situatii coeficientii ecuatiei de gradul al doilea az?+brx+c¢=0,a,bc€R, a0, depind de un
parametru . Din acest motiv scriem acesti coeficienti a(m), b(m), c¢(m), m e R.

Problema care ne intereseazi este aceea a determinirii parametrului m pentru care rddicinile reale ;,
7o sunt pozitionate intr-un anume fel fatd de o valoare reald datd a. Dacd a = 0, atunci acest aspect
J-am analizat mai sus. Ardtim ci pentru a # 0, problema pozitionarii ridécinilor fatd de « se reduce la
pozitionarea altor réddécini fatd de zero (deci problema se reduce la cea analizatd).

Se disting mai multe cazuri. Analizim cateva dintre ele:

1) z1, T2 < a. Sistemul de conditii ce trebuie impus pentru o astfel de pozitie a ridicinilor in raport cu

A > 0 (rddicinile z,, 3 sunt reale) A>0
aeste: { y1=x3—a<0 (oumereley;, y» & { y+w=z1+23:-22<0 &
Yo = Tg — a < 0 sunt negative) Y2 =(z1—a)(z2 —a) >0
A>0

&< T1+39—2a<0
T1T9 — (T +22) + % >0
Conditiile ca numerele ;3 = z1 — @, Y2 = Ty — a si fie negative se traduc prin suma lor negativi
(y1 + y2 = z1 + 72 — 2a < 0) si produsul lor pozitiv (y1y2 = (z1 — a)(z2 — @) > 0). Rezolvand acest
gistem de inecuatii se determind multimea de valori pentru parametrul m astfel incat z1,2; < a.
Observatie. Din y; = 1 — @, y2 = T3 — « se sugereazd considerarea substitutiei y = z — .
De aici ¢ = y + a, care dus in ecuatia az® + bz +c =0, (1), d&
aly+ )2 +b(y+ a) + c=0 & ay® + (b+aa)y + aa® + ba+c=0, (2)
pentru care discriminantul A, este egal cu A, discriminantul ecuatiei (1), ceea ce aratd cd daci ecuatia
in z (1) are rad#cini reale (Az > 0), atunci si ecuatia in y (2) are de asemenea rédécini reale i reciproc.
Mai mult legitura intre ridicinile celor doud ecuatii este datd de relatia y = z— . Dacd 71 < @, 73 < q,
atunci 71 < 0, y2 < 0 gi am redus problema pozitiei ridicinilor ecuatiei in z fatd de o valoare
nenuli o la pozitionarea radicinilor ecuatiei in y fatd de zero.
Exemplu. Si se determine parametrul real m pentru care rddacinile reale x1, x3 ale ecuatiei
22 —z+m+1=0,sunt 7; <1, zp < L.
R. Luim y = £ — 1 si deci = = y+ 1 care dus in ecuatia in = di ecuatiain y, (y+1)2—(y+1)+1+m =
0& y2+y+ 1+ m =0, care are solutiile reale yy =71 — 1< 0, ya =22 — 1 < 0.
s e it 3
Se impun conditiile: nt+y2<0 &< _3 <0 De aici m € (—3, _Z] y
ny2 >0 m> —3.

2) 7] < a < To. Se noteazd y; = 71 —a < 0, yo = 2 — a > 0 si se impune sistemul de conditii:

By » : ! " : ;
{ g0 - dupi care se rezolvd acest sistem de inecuatii pentru obtinerea parametrului m.

ny2 <0
3) @ < z1,29. Punem 3, = 1 —a > 0, y2 = o — @ > 0 pentru care trebuie si aibi loc sistemul de
Ay>0
conditii: 1 +y2>0 , ete
y1y2 >0

Altfel. Aceastd problemd a pozitiei ridicinilor ecuatiei de gradul al doilea az®+ bz +c =0, a # 0,
fatd de o valoare a € R, poate fi abordatd cu ajutorul semnului functiei de gradul al doilea, f : R — R,
f(z) = az? + bz + ¢, a # 0. Are loc urmitorul rezultat:
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1)zy <a<zy e af(a) <0 (asi f(a) au semne contrare intre radacini);

A>0 (rddicini reale)

a- f(a) >0 (a,f(c)au acelagi semn in afara ridécinilor)
T + Ty

2) a<z),To & : : .
) b, @Ko (pozitioneazi pe e fati de mijlocul intervalului(z1, z2), —g e

la stanga ridicinilor);
A >0  (rddicini reale
af(a) >0 (a,f(c) au acelasi semn in afara rddicinilor)
3) 21,72 <0 g > S (pozitioneazi pe a fati de mijlocul intervalului (z1,z2),
T+ T2 b

=—— => a la dreapta radacinilor.
2 2a

Pozitia radicinilor ecuatiei de gradul al doilea fatd de doud valori

Fie 71, zo radicinile reale ale ecuatiei az® + bz + ¢ =0, a # 0. Ne propunem si determindm parametrul
real m (de care depind coeficientii ecuatiei) pentru care ecuafia are rdddcinile z1, 2 ordonate intr-un
fel fatd de doui numere reale @, 8 (@ < 8). Vom reduce aceastd problema la precedenta, pozitionand
ridicinile z;, 7o fatd de fiecare din cele doué valori.

Daci, de exemplu, z; < & < z3 < [, atunci se impune sistemul de conditii:

A>0 A>0 el

(z1 —a)(z2—a) <0
n<a<zy 9 rnn—a<lnn-—a>0 & milk s 00 etc.
T1,T9 < f 71— B <0, 22— <0 ; 2

(21— B)(@2—B) >0
Altfel. Se considerd transformarea y = :::—_a, cand ¥, y2 se pozitioneaza fata de zero.

Altfel. Ca si in cazul pozitiondrii radicinilor ecuatiei de gradul al doilea fatd de o valoare, vom rezolva
situarea ridicinilor fatd de doud valori, utilizand semnul functiei de gradul al doilea. Avem:

[ af(e) <0 (« este intre radicini, deci a si f(e) au semne diferite)

af(B) > 0 (B este in afara radicinilor, deci a si f(B) au acelasi semn)

zy<a<zy<fe b : = 4 . :
) %L ; 2 <P —— < f (B este dincolo de mijlocul intervalului (z1,z3) si cum este in afara

§ % ridicinilor este la dreapta lor);
(af(B) <0 af(e)>0
2 a<z <f<T2E S af(a)>bO; 3) a <z, < B { af(B)>0
i a< ~5 a< o <p

af(a) <0

af(B) <0’

Observatie. Conditia ca o ridicini si fie situatd in intervalul (e, 8) se exprimd prin f (@) f(B) <0
(aceasta se obtine din 1) si 2)).

4)z1<a<ﬂ<m2¢{

Conditia ca dou# ecuatii de gradul al doilea s3 aib3 aceleasi radacini

Considerim ecuatiile de gradul al doilea az?+bz +c =0, a'z? + bz +c =0, a,a’ # 0. Dorim si stabilim
legitura intre coeficientii celor doud ecuatii astfel incat ele si aibi aceleasi radécini z;, .
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/
Din relatiile lui Viéte avem :1:1 + xp = —% = —% sau % = g, (1)
si si
Iy - e ¢ a c
T1T9 = E — -67 sau E = ?, (2)
b
Din (1) si (2) rezultd % == cc, (dacd b= 0, atunci b’ = 0; daci ¢ = 0, atunci ¢ = 0). Deci,
Doui ecuatii de gradul al doilea au aceleasi rddécini daca coeficientii lor sunt
. LAR R A -
proportionali: ik e

Reciproca este imediata.
Exemplu. Si se determine parametrii reali m, n astfel incat ecuatiile

(m+ 5)z2+4(4n—1)z+4=0, (n+ 1)z +m(n—1)z+1=0, m # =5, n # —1, sd aibd aceleasi radicini
reale.

R. Conditia este datd de proportionalitatea coeficientilor 2 = it 1) =4,
+1 m(n-1)
Rezolvand sistemul rezultd solutiile (m; = 7, n; = 2), (m2 =0, np = %

Se constatd ci a doua solutie conduce la ecuatii care nu au ridécini reale. Deci m =7, n = 2.

Conditia ca dou# ecuatii de gradul al doilea si aib# o rddécind comund

Fie ecuatiile az? + bz +c =0, d'z? + bz + ¢ =0, a,b,¢,a’,b/,c € R, a,a' #0.

Si determinim o relatie intre coeficientii celor doud ecuatii dacd ecuatiile au o radécind comund.

Fie @ riddcind comuna.

Deci « verifici ecuatiile: aa®+ba+c=0, ad'e®+ba+cd =0.

Inmultim prima relatie cu a’ si a doua,cu (—a) si apoi le adunim. Avem:  (a'b—ab’)a =ad —d'c.
—dc

h, care inlocuitd in prima relatie di (dupi unele calcule)

Daci a'b— ab' # 0, atunci a =

Ecuatiile az? + bz + ¢ =0, a’z? + 'z + ¢ = 0 au o radacind comund dac:
(acd —a'c)? = (ab' — a'b)(bcd — blc), (%)

Daci a'b — ab’ = 0, atunci ac’ — a’c = 0 si deci cele doud ecuatii au almbele ridicini comune.

Reciproc, daci are loc relatia (%), atunci se aratd u§or cia= % este ridécind comuna.

ac? + ba+c=0
24ba+cd =0

rezolvarea lui se determind o si o, iar din egalitatea. (@)? = o? se deduce relatia (x).

2) In unele cazuri este usor de eliminat parametrul intre cele doud ecuatii cdnd obtinem o ecuatie pe care

o verifici ridicina comuni. Printre solutiile acestei ecuatii se afld i radacina comuna.

Exemplu. Si se determine m € R astfel incat ecuatiile 22 +mz+1=0, z®+z+m=0,sdaibdo
radécind comuna reald.

R. Fie o ridicina comuni a celor doud ecuatii. Deci o?+ma+1=0, o*+a+m=0.

Sciizand relatiile rezultd (m — 1)a =m — 1.

Daci m = 1, atunci cele doud ecuatii au aceleasi ridicini (nereale !).

Deci'm # 1, cAnd @ = 1. Pentru a = 1, din prima ecuatie rezultd 1+m+ 1= 0, adicd m = —2.

Pentru m = —2 ecuatiile devin: z2 — 2z + 1 = 0 cu solutiile z; = z2 = 1 gi respectiv 2+zx—-2=0cu

Observatii. 1) Daci se consider3 sistemul { de necunoscute « si @, atunci prin
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