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1. VECTORI IN PLAN

“

Mirimile intilnite in fizicd, in geometrie, in stiintele tehnice sunt de mai multe feluri. Printre acestea
sunt deosebit de importante méarimile scalare si cele vectoriale.

Definitie. O marime este scalard, dacd pentru determinarea ei este suficient si indicim un
singur numar.

Exemple: Lungimea unui segment, aria unei suprafete, temperatura, cildura specifici, etc.

Definitie. O marime este vectoriald daci ea este determinatd de urmitoarele trei elemente:
mirime (lungime), directie si sens.

Exemple: Deplasarea rectilinie a unui punct, viteza, forta, cAmpul electric, etc.
In cele ce urmeazi vom defini cele trei elemente care caracterizeazi o mirime vectoriali.

1.1. VECTORI IN PLAN

Vom desemna prin P multimea punctelor unui plan. Segmentele, semidreptele, dreptele le considerim
submultimi ale acestui plan.

Directia unei drepte

Fie d o dreaptd a planului P.

d
Definitie. Se numeste directie a dreptei d multimea formati
din dreapta d si toate dreptele paralele cu d. //

Deci doud drepte d;, do au aceeasi directie daci sunt paralele sau coincid.

Directia unui segment

Fie [AB] un segment. Dreapta AB pe care este situat segmentul [AB] se numegte dreapta suport a
segmentului.

Definitie. Se numeste directia segmentului [AB], A # B, 3
directia dreptei AB. A /

Spunem deci ci dous segmente [AB], [CD] au aceeasi directie daci dreptele lor suport sunt paralele sau

coincid (fig. 1 a)-b)).
=%
% /'/6/[)
C A B
a)

b)
Segmentele [AB], [CD] au aceeasi directie
Fig.1.
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Sensurile unei directii

Prin directia unei drepte d am inteles multimea formati din d si toate dreptele paralele cu d.

Fie dreapta d pe care am fixat doud puncte A, B (A # B). d
Atunci punctele dreptei d pot fi parcurse de la A spre B A B

(un sens de parcurgere) sau de la B inspre A (alt sens de parcurgere, opus primului).

Prin acest procedeu spunem ci am definit doud sensuri pe dreapta d, numite sensurile dreptei.

Definitie. Fie d o dreaptd in planul P. Se numesc sensurile directiei dreptei d, sensurile ‘
dreptei d. <

Prin urmare sensurile unei directii coincid cu sensurile pe care le-am fixat pentru o dreapti din directje,

Sensul unui segment. Segment orientat

Parcurgerea unui segment [AB] se poate face de la A spre B sau de la B spre A. Spunem c@ pe segmenty]
[AB] avem definite doui sensuri (opuse).

Definitie. O pereche ordonati (A, B), A, B € P se numeste segment orientat sau vector legat

(de A) si se noteazd prin fTé, unde A este originea (sau punctul de aplicatie), iar B este
extremitatea segmentului orientat.

Reprezentarea graficd a segmentului orientat AB este: A ,/B i

—
Deci segmentul orientat AB este segmentul pe care am precizat sensul de la A spre B (de la originea A

la extremitatea B).
Vectorul legat AA se numeste vectorul legat nul, avind dreapta suport nedeterminata.
S retinem ci vectorul legat este acel vector la care punctul de aplicatie este fix.

Definitie. Spunem cad vectorii legati AB si C-'_15 au acelasi sens (sau sunt Apf—on >
7

la fel orientati) dacd au aceeasi directie, iar extremititile lor B, D se afld Gl B
in acelasi semiplan fati de dreapta AC, determinatd de originile lor. , *D

- _’ . —_’ - - - - - .
Vectorii AB si CD au sensuri opuse (sau sunt orientati diferit) o CREL TR 1

/, B
pDe,'%

’

daci au aceeasi directie, iar extremitdtile lor B, D se afld in semi-
plane diferite determinate de dreapta AC.

Modulul unui vector

Definitie. Se numeste modulul sau lungimea (sau norma) vectorului :ﬁ, lungimea segmen-
tului [AB] (in raport cu o scard numerici).

L= —
Notatie. Modulul vectorului AB se noteazi prin |AB| sau simplu AB.

Pentru vectorul nul A-—/i, Iﬂl ={J.

Definitie. Se numeste versor sau vector unitate (sau unitar) vectorul de lungime egald cu 1]
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yersorul unei axe
g4 considerdm o dreaptd 'z pe care am fixat punctul O (originea).

v
> :

x' 0o

fu origine ca punct de aplicatie, se considerd un versor situat pe dreapta. il notim cu 7 = (ﬂ, li] =1
si reprezintd versorul dreptei. Prin fixarea versorului pe o dreaptd aceasta devine orientats, adici devine
ax#, deoarece versorul precizeazd sensul de parcurgere pozitiv pe dreapta z'z §i mirimea versorului este
gnitatea de mésuri a lungimilor pe aceastd dreapta.

Egalitatea a doi vectori legati

—_  —
Definitie. Doi vectori legati AB si CD sunt egali si scriem
A = C (originile coincid)
_— —
AB=CD & si
B = D(extremititile coincid)

Vectori liberi

Un vector este liber daci punctul siu de aplicatie (originea) poate fi luat in mod arbitrar in plan. Mai
precis are loc urmétoarea:

Definitie. Un vector liber este mul{imea tuturor vectorilor legati care au:
— aceeasi directie;
— acelasi sens;
— acelasi modul.

Notatie. Se noteazi vectorii liberi prin litere mici cu bari: @, B4 ’2,;;/

sau daci AB este un vector legat, atunci AB reprezint3 toti

vectorii legati care au aceeasi directie, acelasi sens si M’/);B/-
acelasi modul cu AB, inclusiv AB. /

Vom nota multimea vectorilor liberi din planul 7 prin V.

Se spune ci vectorul liber AB este determinat g vectorul legat A?, sau cid vectorul legat AB este un
reprezentant al vectorului liber AB si scriem AB € AB.

Vectori legati echipolenti

Definitie. Doi vectori legati fTé, CD se numesc echipolenti daci au:
1) aceeasi directie,
2) acelasi sens;
3) acelasi modul.

Notatie. Daci vectorii AB A C_'B sunt echipolenti, atunci notim acest fapt prin AB ~ CcD
(citim: vectorul AB este echipolent cu vectorul C__D’).
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Proprietiti ale relatiei de echipolenta
1) AB ~ AB (reflexivitatea);
2) AB~CD= CD~ AB (simetria);
3) AB ~ @, CD ~ EF = AB ~ EF (tranzitivitatea).
O relatie care are proprietitile 1), 2), 3) se numegte relatie de echivalent3.
Deci, relatia de echlpolent;a. »~" este o relatie de echivalents.

B Se venﬁcé usor ca AB CD daci si numai daci:
//\/\/ 1) AC ~ BD (AC BD au aceeasi directie pentru ci ABCD este
Mo Kt - paralelogram si deci AC || BD; au acelasi.sens — extremititile supt
/\‘/}D/ situate in acelagi semiplan in raport cu dreapta determinati de orig-
c inile lor; au acelagi modul AC = BD).
2) AD si BC au acelasi mijloc. :
Observatie. Atunci cand in probleme intervin vectori liberi vom lucra cu reprezentanti ai acestora, ceeg
ce permite sd ludm originile acestor reprezentanti oriunde in plan (de aici si denumirea de vector liber),
Dacd A = B, atunci AA se numegte vectorul nul, notat 0, de modul 0, directie si sens arbitrar.

Probleme rezolvate

1. Fie M mulocul latum [BC] a triunghiului ABC’ Sﬁ se determme punctele E si F, astfe]
—

tncat AE ~ BM si AF ~CM.
R. Ducem prin A paralela d la BC, iar prin M paralele la AB gi
respectiv AC, care taie pe d in E gi respectiv F.
Patrulaterele BM EA §1 MCAF sunt para.lelogra.me Avem

E ~ BM si A AF ~ CM. Mai mult, din BM ~ MC avem
BM ~FA~ AE, deci A este mijlocul segmentului [FE].

- Fie ABC un tnunghl, iar M, N si P mijloacele latunlor [AB], [BC] si respectlv [CA].

Sa se arate ca MP ~ N_C'), MN ~ 4P ~ PC,

PN ~ AM ~ MB.

R. Cum MP este linie mijlocie in triunghi, atunci se stie ci
MP||BC si MP = % Deci MP||BN, MP = BN = NC si
vectorii M B BN Jvé au acelagi sens.

Deci MP ~ BN ~ NC. Analog se arati si celelalte relatii.

3 Fie ABCD un patrulater convex, iar M, N, P, 5, @ mijloacele segmentelor [AB], [BC], [CD]
si respectiv [DA]. Aritati ca MN ~ QP si QTJ PN.

R. Ducem diagonaly [AC] a patrulaterului. In triunghiurile
ABC si ADC, [MN] si respectiv [QP) sunt linii mijlocii. Deci
MNJ|JAC||QP si MN = %AC — QP. Deci patrulaterul MNPQ

este paralelogram. Segmentele orientate M N si W’ au aceeasi di-
rectie (M N HPQ) acelasi sens si acelasi modul (M N = PQ)
Deci MN ~ QP. Din QM||PN, QM = PN, rezults QM ~ PN.
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Egalitatea a doi vectori liberi

Definitii. 1) Doi vectori liberi sunt egali daci au:
— aceeasi directie (adicd pot fi situati pe aceeasi dreaptd suport sau drepte suport paralele);
— acelasi sens;
— acelasi modul.

2) Doi vectori se numesc ortogonali dacd au directiile perpendiculare.

3) Doi vectori care au aceeasi directie si acelagi modul, dar sensuri opuse se numesc

vectori opugi. Daci @, b sunt vectori opusi, atunci scriem __(f_,_,__j—?"' 0

b= —a.

Pentru AB si BA avem BA = —AB. M/

I

1.2. OPERATII ELEMENTARE CU VECTORI

Adunarea vectorilor

Suma a doi sau mai multi vectori este tot un vector, care se obtine printr-o constructie geometricé efectuata
asupra celor doi vectori.

1) Adunarea a doi vectori dup# regula paralelogramului

(ol

TR

Fig. 2
Fie vectorii liberi @,b € V si 04 e E,_Oj?y € b. Construim paralelogramul de laturi OA, OB (fig. 2),
OBCA. Vectorul € de reprezentant OC' (care pornegte din originea comuni) reprezintd prin definitie
suma vectorilor @, b §i scriem € =@+ b.
Regula prin care am obtinut vectorul suma se numegte regula paralelogramului.
Observatii. 1) Se aratd ugor c# definitia sumei este corects, adicid vectorul ¢ nu depinde de alegerea
punctului O.
2) Fie triungl_1_ig1 ABC. Construiti punctele M, N, P astfel incét AM = AB + 74?2’, BN =BA + BC si
-C',—I" =CA + CB si apoi aritati coliniaritatea tripletelor de puncte (P, 4, N), (P, B, M), (M, C, N). Care
este pozitia punctelor A, B, C pe segmentele [PN], [PM] si respectiv [MN]?

2) Adunarea a doi vectori dupd regula triunghiului

Se poate ajunge la acelasi rezultat, utilizand o constructie echivalentd din punct de vedere geometric.

Fig. 3

1 i —_— = S . =i
Fie, ca mai sus, vectorii liberi @, b (fig. 3). Consideram 04 e @, AC € b, reprezentanti ai vectorilor @ si
respectiv b. Atunci vectorul sumi a vectorilor @, b este vectorul ¢ de reprezentant OC.
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Aceasti reguld de adunare a doi vectori se numegte regula triunghiului.
Este ugor de viizut ci vectorul sumi € este vectorul care ,,inchide* conturul format de vectorii @ si b, aving
originea in originea unuia dintre vectori gi extremitatea in extremitatea celuilalt vector.
Este evident cd triunghiul construit prin metoda a doua este jumitatea paralelogramului construit Prin
metoda intai.
Observatii. 1) Daci @+ b+ ¢ = 0 atunci cu vectorii @,b,¢ se poate forma un triunghi. In plug,
|&+b| < [a] + |b|, cu egalitate daci amandoi vectorii au aceeasi directie si acelasi sens sau cel putin uny
dinte ei este vectorul nul.
2) Pentru oricare trei puncte A, B, C din plan avem relatia lui Chasles:
~ AB+BC=A4AC
3) Arétati cd dacd A, B, C, D sunt patru puncte din plan, atunci:

1) AC+BD=AD+BC; 2)AB+CD=AD+CB.
4) Fie ABC un triunghi §i D simetricul lui B fati de C, E simetricul lui C fati de A si F simetricul lui
A fats de B. Ariitati ci DA+ EB+FC = 0.

3) Metoda pentru adunarea a n vectori (regula poligonului)

Dacid avem de adunat trei (sau mai multi vectori) liberi

@, b, ¢,... aplicim succesiv regula triunghiului.

Prin extremitatea lui @ ducem un vector egal cu b, prin V
extremitatea lui b ducem un vector egal cu ¢ (fig. 4).

In acest fel s-a format un contur poligonal de vectori. ‘N ‘E/
Vectorul 5 care ,inchide” conturul, adici unegte orig-

inea primului vector cu extremitatea ultimului, reprezinti

suma vectorilor dati, adici avem =@+ b+¢.
Regula de obtinere a sumei 2 mai multor vectori se numegte regula poligonului.

Fig. 4

Observatie. Daca conturul de vectori se inchide, astfel incat extremitatea unuia s& coincidi cu originea
urmétorului vector, atunci suma vectorilor reprezintd vectorul nul.

Proprietati ale adundrii vectorilor liberi in plan

Aq. Adunarea vectorilor este asociativi, adici
(@+b)+c=a+ (b+¢), Va,bce V.

Ao. Adunarea vectorilor este comutativi, adici
a+b=>b+a Va,be V.

Ag. Vectorul nul 0 este elementul neutru pentru

adunare, adicd }7@ 0

0+a=a+0=ag, VaeV.
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A4. Pentru orice vector @ € V, existd (—@) € V pentru care
i+ (—a)=(-a)+a=0. s
—a se numegte opusul vectorului @.

ol

Demonstratiile acestor propriet#ti se realizeazi ugor urmérind desenele aldturate.

Urmitoarele probleme utilizeazé, pentru rezolvrea lor, regula poligonului.

Probleme propuse

1. Fie triunghiul ABCsi M, N mijloacele laturilor [AB], [AC]. Aré&tati c& MN = B—Td

9. Ar#tati cX se poate construi un triunghi, care are ca laturi segmentele ce unesc mijloacele

laturilor opuse ale unui hexagon convex.

3. Dacid ABCD este un patrulater convex, iar E, F sunt mijloacele diagonalelor [AC] si
— L= = —_— _

(BD], aitinci: AB+CD = 9EF gsi CB+ AD = 2EF. Aritati cd dacd in acest patrulater

E’.E‘_l*z =AD - P_C", atunci patrulaterul este paralelogram.

4. Fie paralel_ogramele AB_E’D gi MNPQ de centre O gi O;. S se arate cid
AM + BN + CP + DQ = 400;.

Scaderea vectorilor

1) Scéderea a doi vectori este tot un vector, care se poate obtine
prin una din metodele de mai jos:

Metoda intai. Fie @,b € V. Atunci diferenta lor este vectorul T
definit prin T = @ — b. De aici T+ b = @, care spune ci vectorul T
adunat cu vectorul b di vectorul @ (fig. 5). Deci: Fig. 5

Vectorul diferenti T se construiegte unind extremitatea vectorului scizétor cu extremitatea
vectorului descézut.

In multe probleme suntem nevoiti si exprimédm vectorul BA (fig. 5) In functie de vectorii legati OB gi
(—)7{, ai originii gi extremit#tii vectorului BA. Avem:

BA=04-0B

2) Metoda a doua. Diferenta vectorilor @—b se poate
transforma in sumi scriind-o sub forma @ + (—b) si
aplicand regula paralelogramului (fig. 6). In paralelo-
gramul QAC B, diagonala OC este vectorul suma a+b,
iar cealaltd diagonald BA este vectorul diferentd @ — b
(OC’'AB este paralelogram, OC’ ~ ﬂ).

Probleme rezolvate

. Se consider# paralelogramul ABCD si M € [CD]. Calculati sumele:
a9) AB +AD; b)MA+DM; <) DA+BM; d)CM+AD+ 4B.
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M R. Utilizand regula paralelogramului sau regula triunghiului, gasim:
B > c a) AB + AD = AC (regula paralelogramului);
b) MA+DM = DM + MA (comutativitatea adundrii vectorilor) = D7
(regula triunghiului);
¢) DA+ BM =CB+BM (DA=CB) = CM (regula triunghiului);
A %28 d) E'-H_-t_E%-ZB- = CM+ AC (regula paralelogramului) = AC +Chf
(comutativitatea adundrii vectorilor) = AM (regula triunghiului).

Se considera hexagonul regulat ABCDEF, in care AB = @, BC = b. Calculati, in functje

R Fle O centrul cerculul cucumsmis hexagonului regulat. S-au format
triunghiurile echilaterale AOB, BOC, ..., AOF si paralelogramele
ABCO,BCDO,...,EFAO. Acum avem: CD = BO = —a+ b;

DE=@ BA=—a EF =CB = -0
FA=0B=-BO = —(-a+b);
AC=40+AB=BC+AB=4AB+BC=a+}b;

AD = A0 + 0D = BC + BC = 2BC (notatie pentru BC + BC);
CE =CD+DE = BO+BA = (BA+BC)+BA = —a+b-a = -2a+}
(am notat —a — @ = —2a).

DF = CA (ACDF este dreptunghi)= —AC = —(a + ).
3. Fie ABCD un paralelogram, iar O un punct in planul lui. Ar#tati cda OA+OC = OB+ 0D,

R. Exprimidm vectorii din membrul stang al egalititii utilizand
D C regula triunghiului si avem: OA = OD + DA, OC = OB + BC.

Adunidm aceste egalitdti gi avem:

OA+0C=0D+DA+0B+BC=0B+0D+DA+BC=

A B = OB + OD, deoarece DA = —BC.
0 Observatie. Vom vedea c# aceastd relaie este caracteristicd para-
lelogramului.

4. Daca A, B sunt doua puncte fixe in plan si se arate cd existd un singur punct M astfel
tncat AM + 9MB = AB.

R. Presupunem cd exista si punct;ul N astfel incat AN AN + 2N B = E Se scade aceasté relatie din cea
din enunf gi avem M MN +2(—= BM+BN) 0, sau MN-2NM=0=MN=10=M=N.

5. Daci M este un punct in planul triunghiului ABC, atunci vectorul v’ = 3]V_/{—8MB+51\—([_C',
nu depinde de alegerea punctului M.
R. Avem v = 3( J\—A—ﬁ +5(m—m = 323_2+5B_C" care nu depinde de M.

6. Daci A', B/, C' sunt punctele diametral opuse varfurilor 4, B, C ale triunghiului fnscris
— — —_— =
intr-un cerc, si se arate ci: AB' + BC' +CA = AC' + BA' + CHB'.

TR _ AR LR . aAn/ A A RRLE
R. Avem AB = A0+ OB, ...5i Y AB = S (A0 + OB') = AA' + BB' + CC', (1). Analog,
= Zé-i—b?",. = Zw = Z(E+TC") = ZH’, (2). Din (1) si (2) rezultd egalitatea doritd.
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jnmultirea unui vector cu un scalar

Am vdzut mai sus cd suma mai multor vectori liberi este tot un vector liber, care este bine precizat daci
cunoagtem: directia, sensul §i modulul.

De asemenea produsul dintre un numar real « si un vector liber @ este tot un vector liber, notat o, ale
carui elemente definitorii sunt precizate de urmaitoarea:

Definitie. Fie a # 0, @ € V, @ # 0. Produsul dintre numirul real « si vectorul liber @ este
vectorul notat a@ avind:

— aceeagi directie cu @;

— acelasi sens cu @ dacd a > 0; sens contrar lui @ daci a < 0;

— modulul egal cu produsul dintre |@| si modulul vectorului @,

adicd |oa@] = || |a].

Daci a = 0 sau @ = 0, atunci a@ = 0.

Daci se d& vectorul @, atunci in fig. 7 avem

reprezentati vectorii EE’ —2a, 3a.

Fig. 7

Proprietati ale inmultirii unui vector cu un scalar

Ij) a@+b)=ca+ab Ya€eR, VabeV
(Inmultirea cu scalari este distributivi fati de adunarea vectorilor)
Iy) (a+pPla=ca+pfa Yo,BER, VaeV
(Inmultirea cu scalari este distributivi fats de adunarea scalarilor).
I3) «a(Ba) =(aP)a, Va,B€R, VaeV
(Asociativitatea inmultirii scalarilor).
I4) l-a=gVaeV
(Numiirul 1 este element neutru pentru inmultirea vectorilor cu scalari).

Demonstratia. Exercitiu.

Probleme rezolvate

1. Fie ABC un triunghi, iar M € [AB], N € [AC], MN||BC. Daci AM = m, MB = n, atunci
exprimati: 1) AM in functie de AB; 2) BC in functie de MN si 3) CN in functie de AC.

R. Din teorema fundamentald a asemanirii rezults
AM _ MN _ AN

5T BC T AC

AM m AM m S ;| e
1 i — — 101 —_
) Din TE =T deducem =5 == De aici, AM +nAB.
AN .1 S | i
2 D. L = - = - .
) Din 3o = 5 rexults MN = 5BC

245



3) Din I—;IA% = % se obtine .1% = m_-i-n, i ON 2 —-m—i—;ﬁ_ﬁ (vectorii CN, AC au sensuri diferite),

2. Fie ABC un triunghi, iar A’, B, C' mijloacele laturilor [BC], [AC] si respectiv [AB], iar
un punct oarecare. Aratati ci:
1) OA = L(OB +00); 2 OA'+0F +0C = 0A+0B +0C,

R. 1) Tinand seam¥ de regula triunghiului, putem scrie:
OA'=0B+BA,0A'=0C + CA.
Adunand aceste relatii, avemn:
904’ = OB + OC + BA' + CA4, (1).
Cum A’ este mijlocul segmentului BC (BA' = A'C), iar vectorii BA' g
TA au sensuri diferite, deducem BA’ = —CA'. Cu aceast observatie, (1) devine 204’ = OB + OC.
2) Utilizand 1), avem: OA' = -;—(OB +0C), OB = %(’(ﬁ+6§), oC' = %(ﬁ-{-lﬁ). Se aduni aceste
relatii si se obtine relatia dati spre demonstratie. :
Observatii. 1) Tinand seami de exprimarea din 1), avem urmétorul rezultat: Patrulaterul ABCD este
paralelogram « MA +MC = MB + MD, unde M este un punct fixat. intr-adevir, daci O este punctul
de intersectie al diagonalelor [AC] si [BD], atunci %(m + MC) = -;-(m + MD) & MO’ = MO",
unde O', O” sunt mijloacele segmentelor [AC] si respectiv [BD]. De aici 0'=0"= 0.
2) Are loc §i urmitoarea caracterizare a paralelogramului. Cu aceleagi notatii ca la 1), avem: ABCD
este paralelogram < MA + MB + MC + MD = 4MO.
fntr-adevir, daci ABCD este paralelogram, atunci (MA+MC)+ (MB+MD) = 2MO+2MO = 4MO.
Reciproc, din egalitatea datd, rezultd 4MO = 2M O’ +2M 0", adicé -
oMO = MO’ + MO”, adici O este mijlocul segmentului [0’0"], ceea ce atrage O' = 0" = O, adici
ABCD paralelogram.
3) Daci ABCD este un patrulater convex cu AB + AD + CB + CD = 3), atunci el este paralelo-
gram. Intr-adevir, dacid O este mijlocul lui [BD], atunci AB + AD = 240 §i CB + CD = 2C0. Dei
2(;1—5 + 6'6) =0 = A0 = OC = O este mijlocul lui [AC].
i Dacé_éBCg este un patrulater convex, M, N mijloacele segmentelor [AB] si [CD], astfel inct
AN + CM = 0, atunci ABCD este paralelogram.

R
Fiem=m+ﬁv=ﬁ+%, C’—M)=C—'_B)+§?; gi relatia se rescrie 2713+R’+267§+1§2=W
sau AD+CB =10 (am utilizat regula poligonului). De aici BD = l?_CJ", adici ABCD este paralelogram.
3. Fie ABC un triunghi, iar 4/, B, C' mijloacele laturilor [BC], [AC] si respectiv [AB]. Ardtati
ci: 1) AA = %(EB#TC’); 2) AA' + BB’ + CC' =0;
3) GA+GB + GC =0, unde G este centrul de greutate al triunghiului.
R. 1) Fie punctul D, astfel incat AA’ = A’D. Atunci patrulaterul
ABDC este paralelogram si AD = AB + AC (regula paralelogramului).
Dar AD = 24A'.

Deci 247 = AB + A, adici A = 5(AB + 7C)
B\\ T ,, E)E‘inaixd iam%i de 1), .'awem:1 LI 2 p
\\ W AA = 5(AB+FG‘), BB = E(RHBA), CC = 5(ﬁ+_13).
\:\(// Adunand aceste relatii, membru cu membru, obtinem:
D AA'+BBI+CCI=%<ﬁ+m+3ﬁ+m+m+c—3=6,
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decarece AB + BA=BCO + 0B = AC + CA=0.
Altfel. Dacd M este un punct oarecare, atunci AA’ = MA' - MA = .21.( MB + MC) — M4, unde am

folosit rezultatul de la problema 2, pct. 1). Se scriu si celelalte exprimiri pentru BB, CC’ §i apoi se
adund.

Altfel. Utilizim relatia lui Chasles; avem: AA’ = AB + BA, ... §i se adund. Se tine seama ci
AB+ BC +CA=0.

3) Stim ci CG = 2GC'. Atunci GA+ GB = 2GC" = CG i deci GA+ GB + GC = 0.

Coliniaritatea a doi vectori

I

Definitie. Doi vectori liberi nenuli se numesc coliniari daci au
aceeagi directie.

In caz contrar vectorii se numesc necoliniari.

MY

Se admite cd vectorul nul este coliniar cu orice vector.
Din definitie se deduce c& dac# doi vectori sunt coliniari, atunci ei au aceeasi dreaptd suport sau drepte
suport paralele. Vectorilor necoliniari le corespund drepte suport concurente.

a) b)
Fig. 8

In fig. 8 (a), b), c)) sunt prezentati vectori coliniari, iar in d) avem doi vectori necoliniari.

5S4 observdm din definitie faptul ca doi vectori nenuli sunt coliniari este echivalent cu dreptele lor suport
coincid sau sunt paralele.

Rezultatul care urmeazi di o caracterizare pentru coliniaritatea a doi vectori. Mai precis are loc urmi-
toarea:

d)

Teoremd de coliniaritate. Doi vectori nenuli @,b € V sunt coliniari daci si numai dacs exists
a € R* astfel incat @ = ab.

Demonstratie. Presupunem ci @, b sunt coliniari. Se analizeazi doui cazuri dupd cum vectorii au
acelasi sens sau nu.

i . CPa— @l 3 3 1eg g . ;
Dacy vectorii au acelasi sens, atunci se ia a = IITII gi evident @ = ab (egalitatea a doi vectori !).

o i al . S =
Daci au sensuri opuse, atunci luim o = —ITII si deci @ = ab.
Reciproc, daci @ = ab, atunci vectorii b §i ab au aceeasi directie, iar din @ = ab rezult ci @, b au aceeasi
directie, adica sunt coliniari. g
Observatii. 1) (Coliniaritatea a trei puncte) Daci A, B, C sunt trei puncte, atunci ele sunt coliniare

(situate pe aceeasi dreapt) daci si numai daci vectorii AB, AC sunt coliniari (de fapt, oricare doi dintre
vectorii AB, AC, BC si fie coliniari), adici dacy existi o € R* pentru care AB = o AC.
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A, B, C trei puncte coliniare < Ja € R*, AB = aAC.

Vom reveni in capitolul urméator asupra tehnicilor de a proba coliniaritatea a trei puncte distincte.
2) (Paralelismul a doud drepte) Daci vectorii AB si CD sunt coliniari, atunci dreptele AB, CD supt

paralele sau coincid (i reciproc).
AB||CD sau AB=CD & 3a € R*, AB = aCD.

3) Vectorii nenuli @, b sunt colinari daci si numai daci existi o, 8 € R, nenule simultan astfel incat
a@ + b = 0; daci @, b sunt necoliniari, atunci ag+ =0 a=6=0.

Descompunerea unui vector dupa doi vectori dati

Baza

Definitie. Cuplul (@,b) format din doi vectori liberi necoliniari §i nenuli se numeste bazi pentru
multimea vectorilor din plan (V).

O bazi formati din versori ortogonali se numeste bazi ortonormala.

Componentele unui vector intr-o bazi
Fie @,b € V doi vectori necoliniari fixagj,
iar € V un vector arbitrar (fig. 16).

¥
; Daci @, b sunt necoliniari, atunci cele
doud directii pe care le definesc sunt dis-
—_— tincte. Considerdm reprezentantii

P —_— - —

OA€a, OBebsiOM €.

m punctul M, extremitatea vectorului
OM, ducem paralele la OB si respectiv

Fig. 16 ©
OA care intersecteazd pe OA in M si pe OB in M.
Dupa regula para.lelogramulm avem: OM = OMl + 01\[2, (1).
Cum vectoru OJ\I;, _.7{ §1 respectiv m, OB sunt coliniari, exista constantele reale T,y astfel incit
OM, 1= :1:OA, OMo = yOB Cu aceste ultime exprimdri, relatia (1) devine OM = 204 + yOB sau ca
vectori liberi @ = za@ + yb, (1').
Vectorii (-)1\_4: g OTQ’ se numesc componentele vectorului 7 dupi directiile vectorilor @ si b. Se
mai spune ci am descompus vectorul @ dupi directiile a doi vectori @ si b. S& observim ci aceastd
descompunere este o operatie inversd a adundrii a doi vectori. Numerele reale x gi ¥ se numesc coordo-
natele vectorului liber % in raport cu baza (@, b).
In plus exprimarea (1') pentru vectorul  este unica.
Intr-adevir daci 7 ar admite si scrierea @ = z'a + y'b, (1), atunci scizand (1) §i (1) rezultd

0= (z—-z)a+ (y—y)b, (2). Daci, prin absurd, z — 2’ # 0, atunci @ = —; —0

b relatie care aratd cd

vectorii @, b sunt coliniari. Contradictie. Deci z — 2’ = 0, adici z = z’. Relatia (2) devine (y —3/)b =10.
Cum b # 0 deducem y — 3’ = 0 sau y = 3/

Asadar scrierea (1’) pentru % in functie de elementele bazei (@,b) este unici.

Cu acestea am demonstrat urmatoarea:
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Teoremi. Fie (@,b) o bazi pentru V. Orice vector @ € V se scrie in mod unic in functie de
vectorii bazei sub forma 7 = 2@+ yb, z,y € R, numiti expresia analitici a vectorului %.

Numerele z, y se numesc coordonatele vectorului  in baza (a, b).
Notatie. Vectorul 7 avand coordonatele z, y in baza (@, 5) il notdm @ = (z,y) sau u(z,y).

L ——

Dach (@, b) reprezintd o bazd pentru V), iar Ty = (21,41), T2 = (22,%2), @ € R, atunci se pot reformula
ugor unele dintre chestiunile abordate mai sus. Are loc urmatoarea

e

Teoremi. 1. Egalitatea vectorilor Vectorii %, % sunt egali si scriem
U =T & (T1 = 22,91 = ¥2)

Cei doi vectori sunt egali dacd pe componente coincid.

2. Suma vectorilor 7 4 Uy este vectorul Uy + Uy =T = (x1 + 22,11 + ¥2)

Coordonatele vectorului suma sunt egale cu suma coordonatelor vectorilor sau se mai spune
cd adunarea vectorilor se face pe componente.

3. Inmultirea vectorului %; = (21,%1) cu scalarul a € R este vectorul o) = (azy,ay;).

Coordonatele vectorului ai; se obtin din cele ale vectorului %; prin inmultire cu scalarul a.

4. Vectorii ; §i Up sunt coliniari < s ﬂ

T 2

Doi vectori sunt coliniari, dacd §i numai daci au coordonatele proportionale.
Se face conventia ci dacid z5 = 0, atunci z; = 0; analog, dacd y; = 0, atunci y; = 0.

Demonstratie. 1) T = Ty < 213 + 410 = 228 + Y20 & (21 = 22 51 y1 = y2) (scrierea unui vector este
unicd in functie de vectorii bazei).

)W+ = (T1+22)a+ (Y1 +12)b = (T3 + 22,91 +2) =T
3) auy = az@ + ayib = (ax1, ay1).

4) Vectorii Ty, sunt coliniari < 37 € R, astfel incat

U = fup & (z1,y1) = (B2, By2) & (T1 = P2, 11 = Py2)-

Probleme propuse

1. in baza (—a’,—b’) se considerd vectorii v;(1,-2), v2(—-2,3), v3(4,1). Sd se determine coordo-
natele vectorilor vy + va, v1 + v2 — v3, 2v; + 3vo — 4v3.

2. Daci (@, b) este o bazi, atunci si perechile de vectori (7 + b, b
( +3b,—a +2 b) sunt, de asemenea, baze.

@Dacﬁ vectorii @, b sunt necoliniari, atunci si vectorii U = @ +2b, U = 2@

necoliniari.
4. Daci —’,—b’ # 0,7 = —27, atunci vectorii 71 =27 + 3?, To=37 — T sunt coliniari.

5. Fie @, ! # 0 si necoliniari, v1 =27 -3 b vg =87 =4D> Arﬁtatp ci vectorii 77, v sunt
I_lsacolmlarl si exprlmatl vectorul 7 =47 —50 in functie de 7; si 3. Exprimati vectorii @,
b in functie de 77 si v3.
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6. 1) Se considerd triunghiul ABC si punctele M, N, P mijloacele laturilor [AB], (BC) 8
respectiv[CA].

a) Exprimati in baza (ﬁ, CN ) vectorii AN 3 CTV?, E&, BP. st

b) Determinati coordonatele vectorilor AB + 258', 3AC — _C_g, 4AC +3CM n baza (E, m).

1
2) Fie triunghiul ABC si punctele M € [AB], AM = %AB, N € [BC], BN = §BC, P € [C4,

1
CP= ZCA'

a) Exprimati in baza (C_'}-S, BN ) vectorii E}'Wf, fTé, AN g BP.

p) Determinati coordonatele vectorilor 2MC — 3AN ! 4@—323, SEI_"’+2B—(5 in baza (ﬁ, IVB')_
77) 1)) Se considerd p#tratul ABCD, O intersectia diagonalelor sale, M mijlocul lui [4B), N

};q_ijlocul lui [AD]. Scrieti vectorii A0, 0B, OM, ON in functie de vectorii bazelor:

i) (4B, AD); () (AM,MN); (39) (CA,DB); 49) (4B, 4C).

2) Fie ABCD un pdtrat, O intersectia diagonalelor, M € [AB], AM = %AB, N € [AD], AN =

lAD. Scrieti vectorii 52, @, EE’:, C.'_ﬁ, m, DM BN , in functie de vectorii bazelor:

4 —_— —_— = —_— . s 5 5
lf)_(Al\_/I_,_{lN ); 2°) (Q_Ai : 0NL3°) (A_O), Oﬂgi apoi deﬁmmat,l coordonatele vectorilor AC -
3BD, 2BC + 3DC, 4CM — 2CN + 3BN, 6DM — 3AC + CN in fiecare din bazele date.

8. Fie paralelogramul ABCD si O intersectia diagonalelor sale, M € [AD], AM = %AB.

—_

1) in baza (4B, AC) determinati vectorii AD, BD, 204 +30B, CM + 3DM.
9) in baza (AC, BD) determinati vectorii AB, BC, 304 + 50-_B’2 fOT/{ +3MC.
3) In baza (.Té, ZB) determinati vectorii DB, CO, 90B — 30M, DM +5M 0.
9. Daci @ =(2,5), D= (3,—2), atunci s se determine coordonatele vectorilor 1) 2 + ?; 2)

-~ +30;3) -;-Tl’ » -z-?; 4)2(@ -30);5) 2(T+2b) -3 +4b.

(1//(3 Se considerd hexagonul regulat ABCDEF si O intersectia diagonalelor sale. in baza:
'i) (E, ﬁ) si se determine vectorii ZZ‘L, :4_15,_ E‘;_ ’

@) (b_:i, 0-3) si se determine vectorii @, ﬁ_’ﬁ, @,?, CF;

3) (AF, BC) sii se determine vectorii AB, ©D, ED, CE, AC.

Reper rartezian in plan

In planul P se considerd doud drepte perpendiculare z'z, y'y organizate ca axe (z'z, O, ?), (¥'y, O, ?),
unde O este punctul lor de intersectie, iar ?, 7 sunt versorii (vectorii unitari) celor dou# axe, care definesc
sensul pe fiecare axi: semiaxele Oz, Oy sunt semiaxe pozitive, iar semiaxele Oz’, Oy’ sunt cele negative.
Cuplul de axe (z'z, 0,7), (¥'y, O, ?) se numegte reper cartezian.
Pentru simplitate il notdm prin tripletul (O, ?, ?), indicind punctul O, originea reperului, gi cei doi
versori ai axelor, care nefiind coliniari i nenuli formeazi o bazd, numitd bazd ortonormatd.
Coordonate cartezieneil)’orim sd exprimdm, pexiru un punct M
din planul zOy, vectorul OM in functie de vectorii i, j.
A duce prin M paralele la vectorii 7, ? revine la a duce prin M
perpendiculare pe axele Oz, Oy, adicd a proiecta punctul M pe Oz
—_— — —
(in M;) si pe Oy (in M,). Atunci OM = OMz+OM,. Cum perechile
= de vectori (?, OM,), (j,0M,) sunt formate dgx vectori co_l_ipiari
deducem ci exixt# z,y € R astfel incit OMz =x i, OM, =y J s

L 4
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deci OM =27 + ) .7

Vectorul OM este vector legat de punctul O si se numeste vectorul de pozitie al punctului M.
Numerele z,y € R se numesc coordonatele carteziene ale punctului M sau ale vectorului OM si
geriem M (z,y) sau OM = (w,y). Numérul z se numegte abscisa punctului (sau vectorului) gi pentru
ci se citegte de pe axa z'z, aceasta o vom numi axa absciselor.

A ddua componentd y se numeste ordonata punctului M (sau a vectorului) si pentru ci o citim de
pe axa 3y, aceasta o vom numi axa ordonatelor.

Coordonatele carteznene ale unui vector. Si considerdm doud puncte M (z1,y1), Ma(z2,ys) si sé
exprimdm vectorul M1M2 in funcgle de coordonatele carteziene ale punctelor Ml, M. Avem

M1M2—0M2—0M1—$2‘& +y2.7 —(311 +y1])"(1«‘2—$1)2 +(y2—y1)y Deci

MM, = (z2 — 1) T+ (y2 —n1) Fil

este expresia analiticd a vectorului m in baza (?,—f). Deci m = (3 — z1,Y2 — ¥1) avind
abscisa egald cu diferenta absciselor (extremitate si origine) si ordonata egald cu diferenta ordonatelor
(extremitate si origine).

Lungimea unui vector. Fie M;M3||Oz si MaM;||Oy. Din triunghiul dreptunghic M;MsM; avem
MMy = /M M3 + Ma M3 = /(22 — 21)% + (y2 — y1)%. Deci

|M1A4;| = /(72 — 71)% + (y2 — y1)?

adici modulul (lungimea) vectorului A;M; este egal cu radical din suma dmtre diferenta absciselor la
pitrat si d1feren§a ordonatelor la pitrat

Vectorii m =zt +yg . OMl =z 1 +y1? sunt egali dacd z =z §i ¥y = y1.

Probleme propuse
® Pentru punctele A(1 2), B(- 2/),_6’ 2), D{=3,0), E(0,5)), scrieti vectorii de pozitie si

vectorii; ABJ, \ZE“ BC' BWE> 718+B gszB/fI%_d Aﬁi‘ «2;’473/_31319; Cal-
N
culati apoi lungxmlle vectorllo { N@ (0 L1538 @ BD (BD 4, ——26’?; B _E')G_C" ZCD:"

@)@ Daci A;(z1,v1), A2(z2,y2) si A(z,y) este mijlocul segmentulux TAlAg], atunci z = 1—+—£2-

2 ?
=4 -;'/2 (utilizati relatia ﬂ AAQ)

@) Daca A(1,1), B(5,3), C(3,7) sunt varfurile unui triungi, atunci determinati mijloacele la-
turilor, Calculati perimetrul triunghiului ABC.
3) Punctele M(2,-1), N(—1,4), P(-2,2) sunt mijloacele laturilor unui triunghi . Si se deter-
mine varfurile triunghiului si perimetrul lui.
4) Determinati simetricul lui A fati de B in cazurile:
a) A(-2,0), B(3,0); b) A(1,3), B(0,-2); c) A(-1,3), B(1,2).
A Dacii A(-4,2), B(2,0), C(2,4), atunci determinati punctul D pentru care ABCD este para-
lelogram.

A.84 se determine m,n € R pentru care vectrii v] = (m — )7 +37, 5= 27 —(n+ 2)7 sunt
egali.
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/3, Dacd AB=37 + 53 , atunci:

(1) determinati coordonatele punctului B, dac# A(1,-2);
{‘2)» determinati coordonatele lu1 A dacd B(-2,3).

/f(‘ 1) Dacﬁ e i +7, D= _7 -7 , atunci exprimati in functie de @, D vectorii ] ) 37 5_7

D 37 443 Babs 47 i

Q) Ar#tati ci vectorii @, b sunt necoliniari. La fel sunt si vectorii 7] = 3@ +2 b HB=Ta-50,
7, In reperul :vO y se dau punctele A(1,0), B(O 3), C(2,2). Sé se determme coordonatele Iyj
D in cazurile: ‘,1), AD = 2BC; ((2) AC + 348 = AD. 3) AD +2BD —4CD = 0.

. Se consider# punctele A(z,1), B(-1,y), C(1,3). S4 se determine z, y in cazurile:
@m BC; (4) 4B = 35C; ) AC = ZB‘+B_0’
. Fie vectorii @ =mi +3_7 5 D =27 +nJ , m,n € R. Si se determine m, n in cazurxle
‘»,__1),."2(1 ~-30=10; @) || = 10, 7| =3.
10. 1) Fie A(0,-3), B(2,-2), C(4,-7), D(-2,~10). Si se arate ci vectorii :4_1_3' CD sunt col-
miaril.
2) 84 se determine m € R pentru care tripletele de puncte contin puncte coliniare:
a) A(m,—1), B(4,1), C(=2,3); \b) A(1,2), B(-3,-3), C(m,1).
11. Se considerid baza (?,7) gi vectorii @, v. Stabiliti care din vectorii de mai jos sunt
coliniari:
1) ©(-2,3), 7(2,-6); 2) ¥(0,3), ¥(1,4); 3) ¥(5,0), v(6,0).
12. Fie A(1,-1), B(3,1), C(0,4), D(-2,2). Stabiliti dacd ABCD este paralelogram.
13. Fie A(-2,-3), B(1,-1), C(2,5). S& se determine D astfel incat cele patru puncte s de-
termine un paralelogram.
14. Ar#tati ci ABCD este dreptunghi in cazurile:
1) A(-4,-2), B(4,-2), C(4,2), D(-4,2);  2) A(0,-1), B(2,5), C(-1,6), D(-3,0).
15. 1) Daci A(3,2), B(5,4), atunci s# se determine punctul C € Oz (si respectiv C' € Oy)
astfel incat triunghiul ABC (ABC’) si fie isoscel.
2) Fie A(-2, —1), B(2,2). S& se determine C astfel incat triunghiul ABC si fie echilateral.

16. Vectorii @, b T formgazﬁ ug truglghx, dacé; gi numa1 daci @+ b+7T=0 (Chasles).
Cu vectorii?z'=3z +29, b =—z —53, c=-=21 +3] se poate forma un triunghi.

17*. SH se arate ci AB =:clz +J1_7, B_C"=:L‘2'l +?/29, C4 = :z:az +y33 nu pot fi laturile
unui triunghi echilateral cu zy,yx € Z, k =T1,3.
Probleme de fizicd rezolvate cu ajutorul vectorilor

1. Schimbitorul de viteze al unei magini are structura din schema de mai jos, unde M = marsarier,
O = pozitia zero (neutrd), iar 1, 2, 3, 4, 5 marcate prin puncte corespund celor 5 viteze.

M 1 3 5 Vitezele se selectezd prin deplasarea schimbé#torului de viteze
] ] l ] y de-a lungul santurilor. Distantele intre pozitiile vitezelor
: Q ! l . marcate prin puncte este de 1 cm.
I l X Utilizdnd componenetele cu O ca origine, descrieti de-
2 4 plasarea schimbitorului de viteze de la:
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