3.2. CERCUL TRIGONOMETRIC

Date fiind doud puncte A;, Az, pe un cerc, atunci putem parcurge arcul delimitat de cele doud puncte,
de la punctul initial A; la punctul final Ay, fie in sensul contrar deplasirii acelor de ceasornic (fig. 3. a)),

fie in sensul deplasirii acelor de ceasornic (fig. 3. b)). !
Primul sens il numim sensul pozitiv sau sensy]

2 \ trigonometric, iar al doilea sensul negativ.
'»"’ )— Daca arcul este masurat in sens pozitiv scriem +z say
simplu z, iar dacd arcul este méasurat in sens nega-
Aq Ay tiv scriem —z. Deci semnul din fata arcului ne araty
3 ™ in ce sens parcurgem arcul respectiv. Cum unghiul |3

Fig. 3 centru ATO\AQ are masura arcului delimitat de laturile
sale gi situat in interiorul unghiului, pdstram aceleasi conventii si pentru unghiuri.
In reperul cartezian zOy considerdm cercul cu centrul in O si de raza 1 (numit i cercul unitate).

Cercul trigonometric este cercul unitate pe care s-a considerat un sens pozitiv (sensul invers
deplasrii acelor de ceasornic) si un sens negativ (sensul de migcare a acelor de ceasornic).
Notam acest cerc prin C.

Daci M(z,y) € C (fig. 4), atunci OM =1, adicd \/z2+y% =1 sau.

. ?+y?=1
‘\ Deci C = {(z,9)| 2% + 3 = 1}

N

GO0y AL.0) Acest punct se numeste punctul initial (sau originea) al cercu-
./ 5 lui trigonometric deoarece orice unghi o se masoard plecidnd de la
Fig.4 semidreapta [OA ca laturd initiala a unghiului, pe care o rotim in
sens pozitiv sau negativ.
Un rol fundamental in teoria functiilor trigonometrice il joaca functia de acoperire universalad a cercului

¢ : R — C pe care o definim in trei etape:
1) ¢:[0,27] = C; 2)¢:[-2m0—=C; 3)¢:R—C.

yl
M(x, 2 ity . - 3
/ (xy) Ecuatia z2 + y? = 1 reprezintd ecuatia cercului unitate. Cercul
\ s trigonometric intersecteaza semiaxa pozitivd [Oz in punctul A(1,0).

yA yA
Ma yl\B
'\+
a /o 5
o X oX¥a X A A
0 X
Mg,
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7 B’

1) Am vizut cd lungimea cercului unitate este egald cu 2.

Daci a este un unghi din intervalul [0, 27, atunci lui ii corespunde pe cercul trigonometric un punct Ma
(fig. 5) pentru care p(m a) = a (i evident egald cu masura arcului mic AM o)

Deci ¢(a) = M, € C pentru care u(ma) = a.

o e 500 m
Dacd M, se afla in primul cadran, atunci a € (O, g) Vom spune ca un unghi situat in intervalul (0, -2-)
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se afld in primul cadran. (€
Analog dacii M, apartine cadranului doi, atunci o € (5, 1r) si spunem ca orice unghi din acest interval
ge afld in cadranul doi.

3
Analog pentru cadranul III, cand a € (71',’ _%r_) gi cadranul IV, cand a € (37‘”, 27r).

9) Dacd & € [—2m,0], atunci lui i corespunde punctul M, (fig. 6) pe cercul trigonometric astfel incat
unghiul AOM, este masurat in sens negativ §i #(AOMgy) = |a|. Deci ¢(a) = My € C pentru care

#(A/O-T/I «) = |a|. Astfel unghiurilor 0, g, T 3?”, 27 le corespund pe cercul trigonometric punctele A, B,
. 3
A, B', A (fig. 7), iar unghiurilor —%, -, —?ﬂ-, —27 le corespund punctele B/, A’, B si respectiv A.
In fig. 8 sunt marcate punctele care corespund unghiurilor 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, —1, —2, —3, —4, -5, —6.
yp y 4
M M M-4 M_5
M.g
M3 Mo} _ <1
(e} X M.3 O Mg/ X
Me
My Mg Mo M
Fig. 8

Asadar intervalul [0, 27] corespunde unei parcurgeri complete a cercului in sens pozitiv. De asemenea
intervalul [—2m, 0] corespunde unei parcurgeri complete a cercului (in sens negativ).
Urmitorul interval din R i anume [27, 47| de lungime 27 (cat lungimea cercului C) corespunde unei noi
parcurgeri complete a cercului (in sens pozitiv), iar intervalul [—47, —27] corespunde unei noi parcurgeri
complete a cercului (in sens negativ, de la —27 la —47), ceea ce aratd cd anumitor numere reale le co-
respund acelasi punct pe cercul C.
Mai precis daca « € [0,27) (spunem ca unghiul este din primul cerc), atunci numerelor

o, a+ 27, a+4m, a+ 6w, ..., a — 27, o — 4w, a —6m, ...
le corespund acelasgi punct M, pe cercul C.
Asadar tuturor numerelor de forma a + 2km, k € Z le corespund acelagi punct M, pe cercul C.
in figura 9 pentru unghiurile « §i @ + 27, @ — 27 avem acelasi punct M,.

y4 y4
Ma=Ma+2n M(I:Ma-ZTC

/ o OL+23T

NS M 3

g
&
K R
xv

Fig. 9

Cum lungimea cercului C este egald cu 27, atunci punctelor de intersectie dintre C gi axele de coordonate
le corespund punctele:
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A= Mo, B= Mg, A'= My, B' = My (fig. 10).

5 3w 7
Acelorasi puncte le corespund i unghiurile 0 + 2, % + 27 = _27r_) T+ 27 = 3m, 63 + 27 = ?ﬂ- san
o b 3T . e 3T as i
unghiurile —2m, i 2T = =52 L5 2w = — §i respectiv =% 21 = 5"
y"B=M§ ya 5 y;\_;f

BI=M:§ ig _B
Fig. 10 Fig.11
Uneori pe cercul trigonometric in loc si punem aceste puncte, se trec mésurile unghiurilor ca in fig. 11,
Pentru a vedea care este imaginea unui unghi & € R pe cercul C prin functia ¢ se Imparte « la 27 i avem
a=2rq+r,unde g € Zsir € [0,27).
2_£:r- , unde [z] este partea intreagd a lui z € R.
o : 2000 ’
Dacii o = 2000, atunci ¢ = | —| = 318 si 7 = 2000 — 27 - 318 € [0, 27).

Mai precis ¢ =

Problema propusa

in ce cadran se afli latura terminald a unghiului a in cazurile:
1) @ =400° 2) a=460° 3)a=>541°% 4)a=0632° 5)a=2184°%
6) a = 12652°; T7) a=—362° 8)a=-534° 9)a=-1748°.

3.3. FUNCTIILE TRIGONOMETRICE DIRECTE

Functie periodica

Definitie. 1) Fie D o multime nevidd de numere reale si ' € R*. D se numeste
T-invariantd < (z € D) & (z+T € D) & (z—T € D).

2) Fie D o multime T-invariantd si X # @ si f : D — X se numeste T-periodicd
dacd f(z+T) = f(z), Vz € D.

Numarul 7' # 0 se numeste perioada a functiei f

Daci printre numerele nenule pozitive T exista un cel mai mic numdr pozitiv T, atunci acesta
se va numi perioada principald a functiei f.

Dacs T # 0 este o perioadd a functiei f, atunci f(z+T) = f(z), Yz € D, (1).

Punénd aici in locul lui z numérul z + T rezultd f(z+2T) = f(z+T) = f(z), Yz € D.

Inductiv se aratd ca f(z+nT) = f(z), Yz € D, Vn € N*, (2).

Tot in (1) daci se pune in locul lui z numérul = — T, atunci se obtine f(z) = f(z—T), Yz € D.
Repetand aici pasul precedent rezultd f(z —T) = f(z —2T), Vz € D.

Analog, prin inductie avem f(z —nT) = f(z), Vz € D, Vn € N*, (3).

Din (2) si (3) rezultd f(z + kT) = f(z), Vz € D, Vk € Z.

Ultima egalitate arati ci dacd T este perioadd pentru f, atunci orice numér de forma kT, k € Z este de
asemenen o perioadd pentru f.

288



1 l,ze€2 s
pe exemplu functia f : R — R, f(z) = { 0, zeR-2Z este periodicd, de perioad& principald T* = 1.

Functiile sinus gi cosinus

Am definit la paragraful ,Rapoarte trigonometrice intr-un triunghi dreptunghic“ functiile trigonomet-
rice sinus, cosinus, pentru un unghi situat in primul cadran. Prin definitia care urmeazd vom ex-
tinde aceste functii la multimea numerelor reale. Acest lucru il vom realiza cu ajutorul functiei ¢ (de
acoperire universald a cercului trigonometric C). Am vézut c8 unui numér real o aceasts functie face si-i
corespundé punctul M, € C (fig. 12).

yl\
Definitie. Cosin.usul lui @ (notat cos a) este abscisa e O \MofXa¥o)
punctului Mg, adicd cos a = z,. M(0.Ya) :
Sinusul lui o (notat sin ) este ordonata punctului ! 4

M,, adicd sin a = y,. O m&xqo) X
Asadar avem functiile sin : R — R, o — sin a gi '

cos :R— R, @ — cos a.
Fig. 12

ya y

N
B
Yo Ma
g B , Aoz
Bl
Pentru a gési sin o, cos @, o € R se construiegte punctul M, pe cercul C si apoi se proiecteazi acest

punct pe axele Oz gi respectiv Oy in punctele Mg (zq,0) si respectiv M¥(0,ya). Atunci cos @ = z4 si
in @ = yq,.

axa cosihusului

INjNsnuis exe

Bl

Fig.13

Deoarece pentru a gisi pe cos a se proiecteazd punctul M, pe axa Oz, aceastd axd o numim axa cosi-
nusului, Analog pentru a obtine pe sin a proiectdm punctul M, pe Oy. Din acest motiv aceastd axi o
lumim axa sinusului (fig. 13).

dbservatii. 1) Daci a € (0, Zr-), atunci din triunghiul dreptunghic OM,MZ (fig. 12) avem

2
oM ’ M MZ
= OM= = a
O, OME, sina oM,

\dicd regéisim definitiile date acestor functii la triunghiul dreptunghic pentru unghiuri ascutite.

u $g & T 3
}) S& determinim sin o, cos @, cind a € {O, — Ty, —

cos @ = = MM,

2 i 2
Jacd o = 0, atunci Mp = A(1,0) (fig. 13). Deci

cos0=1, sin0=0
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Dacd a = g, atunci Mz = B(0,1) si deci o8 = 0, sin .721 =1

2
Daci a = m, atunci Mz = A’(~1,0), cand cst=-1, sinm=0
Pentru a = dn avem M. = B'(0,—1), adicd 37 37
9 = 42 cos—2—=0, sin—§-=—1

3) Se verificd ugor cé au loc egaltatile:

3 ™ m >
sin (E_a) = COos &, cos (5—0‘) =sina, a€R.

C°S(§‘°‘) _ l+cosa
1-sn(Z-a) sme
sinae  1+cosa
1—cosa sin o

Aplicatii. 1) S& se arate ca

2 2

R. Se aduce egalitatea la forma & sina = 1 —cos’a ¢ sina + cos?a = |,
evident.
2) Si se determine functia f:[-1,1] — R daci f(sinz) — 2f(cosz) = 2+ cos? z, Vz € R.

R. Se inlocuiegte z cu g — z in relatie gi avem: f(cosz) —2f(sinz) = 2+sin’®z, Vz € R. Se rezolvi sis-

781
temul de necunoscute f(sinz), f(cosz) si se obtine f(cosz) = 53 cos? z. Punem ¢ = cosz € [-1, 1
ST M
gi obtinem f(t) = e §t2.
4 sin1°-s8in2°-...-sin89°
8);8ize caloulene cos1°-cos2°-...-cos89°
R. Din sin k° = cos(90° — k°) rezultd sin 1° = cos 89°, sin 2° = cos 88°, ..., sin89° = cos 1°. Deci raportul

este egal cu 1.

Aplicatie practicd (Roata Mileniului). Roata Mileniului din Londra (cea mai mare din lume) are
un diametru de 13725 cm si efectueaza o migcare uniforma. Timpul in care efectueaza o rotatie completa
este de 30 minute. inél;imea h, in cm, deasupra réului Tamisa a unei persoane situatd intr-o cabing,
dupé ¢t minute de la punerea in migcare a rotii este datd de functia :

h(t) = T777,5 — 6862, 5 cos (%)

a) La ce indltime se afld o persoana la inceputul céldtoriei 7 b) Dar dupé 15 min.?
R. a) Avem h(0) = 7777,5 — 6862,5 = 915 cm. b) h(15) = 7777,5 + 6862,5 = 14640 cm.

Proprietati ale functiilor sinus si cosinus

P;. (Multimea valorilor) -1<sina<1, -1<cosa<l, Va€R.

Demonstratie. Proiectia lui M, pe Oz este MZ care este situat intre punctele A’(—1,0) si A(1,0) ceed
ce aratd cd —1 <z, <1, adicd -1 <cos a < 1.

Analog proiectia lui M, pe Oy este punctul M € [B'B], unde B’(0,—1), B(0,1). Deci —1 < yo £}
adica —1<sina <1l g

Exemple. 1) Si se arate ca |3cos z + 2sin z| < 5.

R. Utilizim inegalitatea |a + b| < |a| + |b] si avem [3cos z + 2sin z| < 3| cos z| + 2|sin z| < 3+2 =5
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Ultima inegalitate este strictd deoarece sinus gi cosinus nu pot lua simultan valoarea 1.

9) Si se determine extremele functiilor f: R — R, f(z) = 2sin’z + sinz.

R. Dacé ¢t = sinz € [—1,1], atunci functia g : [-1,1] — R, g(t) = 2t? + ¢ este strict descrescitoare pe
[-—1, —%] gi strict crescétoare pe —%, 1]. Deci min f(z) = ming(t) =g —%) B _.;. §i
max f(z) = max g(t) = max {g(-1),9(1)} = max{1,3} = 3.

r P,. (Formula fundamentals a trigonometriei) sin?a+cos?a=1, VaeR.

Demonstratie. Pentru o € R punctul M,(cos a,sin a) € C.

Ecuatia cercului C este 22 + y% = 1. Daci aici punem z = cos a, y = sin « rezultd relatia doritd. g
Aceastd relatie permite s exprimam pe sina (cos @) dacd se cunoaste cos @ (sin @) gi cadranul in care
este situat unghiul a. Avem: sin @ = +v/1 — cos? @ (cos @ = £/1 —sin ).

Semnul din fata radicalului se alege tindnd seama de ce fel de numér este sinusul (cosinusul) unghiului
a, de cadranul in care este situat unghiul a.
1-2sin’a
2cos?a—1
R. Prelucrim numérétorul gi avem 1—2sin? o = 1—2(1—cos? @) = 2cos? a— 1. Egalitatea este imediat.
2) S& se arate c# 2(sin® z + cos® z) — 3(sin z + cos?z) = -1, Yz € R.

Aplicatii. 1) S& se arate cd =1, 2cos?a—1#0.

R. Intr-adeviir membrul stang se mai scrie:

9|(sin® z)* + (cos? z)%] — 3(sin z + cos? z) = 2(sin® z + cos? z)(sin® = — sin? z cos? z + cos? z) — 3sin? z—
-3cos? z = —(sin® z + 2sin® z cos? z + cos” z) = —(sin’ z + cos? 7)% = —1.

3) Dacé sin o+ cos a = 5 atunci sd se calculeze sin acos .

R. Se ridica relatia dat la pétrat gi rezulti sin?a + 2sin acos a + cos? a = o5 sau 2s8in ccos a = ;—;

L e 11
gl deci sin crcos @ = 0"
4) S3 se arate ci Vaj,as,...,a, € R are loc inegalitatea

(sin a3 +sin ag + ... +sin a,)? + (cos a3 +cos az + ... + cos an)? < n2.
R. Pentru z1,,...,Z,; € R are loc inegalitatea (C.B.S.): (z1+z2+...+7n)? < n(z2+73+...+12).
Aplicim aceast# inegalitate pentru fiecare termen din inegalitatea de demonstrat si avem:
(sin a; + ... +sin a,)? < n(sin®a; +... +sin?a,), (cos aj+ ...+ cos a,)? < n(cosa; +... + cos? ay).
Adunand aceste inegalitéti, membru cu membru, rezults:
(in @y + ... +sin ap)? + (cos a1 + ... + cos a,)? < n[(sina; + cos?a;) + ... + (sin? a, + cos? ay)] =
=n(l+1+...+1)=n

P, (Periodicitatea functiilor sinus gi cosinus)
sin (o + 2k7) =sin o, cos(a+2kw) =cos a, Va €R, Yk € Z.

Functiile sinus gi cosinus au perioada principalda T = 27.

Demonstragie. Am vazut cd unghiuril: o, a + 2kw, k € Z au aceeasi imagine pe cercul trigonometric
C. Deci cos a = cos (a+2km), sin o =sin(a+2kr), Va€R, Yk € Z.

Probim acum ci T* = 2 este perioada principald a functiei sinus. Presupunem, prin absurd, ci ar
®ista o perioads T € (0,27). Deci sin(a + Tj) = sin @, Va € R. Pentru a = 0, de aici ar rezulta
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sin T§ = sin 0 = 0, ceea ce dé Ty = 7. Dar acest numar nu este perioadé pentru sinus deoarece

3
1=gsin L =gin (er + 7r) = sin S —1, absurd.
Deci T* = 27 este perioada principald pentru functia sinus.

Analog se aratd ci T* = 2 este perioadd principald gi pentru functia cosinus. g

Faptul c& functiile sinus si cosinus sunt periodice de perioada principald ™ = 2, faciliteaza studiul aceg.
tor functii la un interval de lungimea unei perioade principale, sd spunem, [0,T*). Concluziile privinq
o anumitd proprietate a acestor functii pentru R se obtin addugind punctelor care verifica proprietateg
multiplu de perioada principald (adicd dacd o anumitd proprietate are loc intr-un punct zg € [0, )
atunci ea are loc in toate punctele g + 2km, k € Z; daci proprietatea este adevirata pe [a,b] C [0, T*),
atunci ea are loc in toate intervalele [a + 2km,b + 2kn], k € Z).

De asemenea aceastd proprietate permite sa aducem calculul sinusului sau cosinusului unui unghi la primy]
cerc trigonometric. Intr-adevir dacd avem de calculat sin 750° atunci proceddm astfel 750° = 2-360°+30°

si deci sin 750° = sin (30° + 2 - 360°) = sin 30° = %
Analog cos (—860°) = cos [(—3) - 360° + 220°] = cos 220°, unde 220° € [0, 360°).

P4. (Paritatea functiilor sinus si cosinus)
o Functia sinus-este impara, adicd sin (—a)=-sina, VYVa€eR.

¢ Functia cosinus este para, adicd cos(—a)=cos @, Va€R.

Demonstratie. Tindnd seama de P3 este suficient sd ardtdm cé
sin (—a) = —sin ¢, cos (—a) = cos o, Vo € [0, 27).

Fie MY, MY, proiectiile lui M, si respectiv M_, pe Oy (fig.
14). Aceste proiectii sunt simetrice in raport cu O (triunghiurile
OMaMY, OM_oMY, sunt congruente). Deci sin & = —sin(—a),
adica sin (—a) = —sin a.

Triunghiul OM,M_, este isoscel cu Oz axd de simetrie. Deci M_q
este simetricul lui M, in raport cu Oz. Prin urmare proiectiile

punctelor My, M_, pe Oz coincid. Deci cos (—a) = cos a. g Fig. 14
P5 (Semnul functiilor sinus §i cosinus) Semnul functiilor sinus si cosinus in primul
cerc trigonometric este dat in tabelul de mai jos:
y&
Functia —
Cadranul i PO
1
I - +
II + -
IIT - -
v ~ Ar
S

Pentru semnul functiilor sinus §i cosinus pe R avem:
1) sin z > 0, Vz € (0 + 2km, 7 + 2k7), k€ Z,
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sin z < 0, Vz € (7 + 2km, 27 + 2k7), k € Z;
sinz =0, Vz € {2km, 7 + 2k7| k € Z};

3
2) cosz >0, € (O+2k1r,-72[+2k7r)u(7+2k7r,21r+2k7r), kel
9 \
cosz<0, T€E (-725+2k1r,77r+2k1r),k62;

T
2
Exemplu. Precizati z € [0, 7) pentru care: 1) sin 2z > S)r; 2) cos 2z < 0.
R. 1) Avem sin 2z > 0 daci 0 <2z <, adici 0 <z < .

T

2

3
cos ¢ =0, :BE{ +2k7r,§+2k1r|k€Z}.

BT o s T 3w
<2:L'<?,adlca—<:z:<—.

2) Avem cos 2z < 0 dacd 1 1

I

Pg. (Monotonia functiilor sinus si cosinus)

‘ v ; 3 A
Functia sinus este strict crescatoare pe intervalele [O, g], [77(,%} 5i este strict
-2 : T 3 .
descrescatoare pe intervalul (— ——) . Vom marca acest fapt prin tabelul

2kin
| cadran | I | 11| 111 |1V |
| [ZINN 7
Functia cosinus este strict descrescétoare pe intervalul [0, 7] i este strict cresciétoare
pe intervalul [m,27]. Vom marca monotonia acestei functii prin tabelul

| cadran | I | 11| 1111V |
| e ININ| 2 7]

Aceastd proprietate o punem in evidentd pe cercul trigonometric (in fig. 15 am ilustrat monotonia
functiilor in primul cadran).
ya

: ‘0.1:

>
L) -
cos op €0S Qg X

Xwv
O

™ L T
0<a1<a2<5=>sina1<smaz 0<a; <ap; <—=>c0s a1 > COS (g

Fig. %
Exemple. 1) Determinati semnul diferentelor sin 20° — sin 21°, cos 243° — cos 250°.
R. Cum 0 < 20° < 21° < 90° iar in primul cadran functia sinus este strict crescdtoare deducem ci
8in 20° < sin 21°. Deci sin 20° —sin 21° < 0. Pentru cea de-a doua diferentd avem 180° < 243° < 250° <

< 270°, iar in cadranul trei functia cosinus este strict crescitoare. Deci cos 243° < cos 250° si deci
diferenta este negativi.

2) Utilizand cercul trigonometric gsiti z € [0,27) pentru care sin z > —2—3

3 T o V3 T 27
R. =1—r- i =8 =T——==— i =, i P A
Pentru z g 8inz=Srsic=m—2=—avemsinz=7 Deci z € ( 3 3)
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V3

3) Si se arate ca sin 40° cos 20° > i

R. Din sin 40° > sin 30° = % si cos 20° > cos 30° = _\;_3 rezultd afirmatia.

Py. ( Calculul aproximativ pentru sinz, cosz). Pentru calculul aproximativ al
valorilor sinz, cosz, T in radiani, calculatoarele utilizeaza seriile de puteri pentru aceste
functii (seria de puteri este asemenea unui polinom cu grad nemarginit):

e 2 8 z2 zt B
51nx=z——§!—+—5—!—-,7—'+ _ cos:r:—l——zT+4 a+...,
unde cele trei puncte inseamnd cd exprimarea se continuéd nesfarsit adunénd un termen si
sciizand un altul. Semnul exclamarii ! se citeste factorial, iar n! =1:2-3-... - n este produsul

primelor n numere naturale nenule.
De exemplu, 5! =1-2-3-4-5 = 120.

Probleme propuse
0. 1) S& se calculeze:

sin i + cos %, sin 60° - cos 30°, sin % - cos %, sin 45° + cos 30°, sing + cos0, sin0 - cos %
2) S4 se calculeze ¢(t) pentru fiecare i:

B 8%~ __5_1_1:_ o7 b i/ i _77r __ i
a)t_4) b)t_gr C)t— 41 d)t_ 3 e)t_ 61 f)t_ 41 g)t—_‘.

3) Marcagi pe cercul trigonometric toate unghiurile ¢ pentru care, pe rand:

3 1 1 V2
—_— S g e 1 —_ e
5 b) cost > 5 c)0<smt<2, d) cost < 5

1
e) sint>—l/2—§; f) sint >2; g)cost<-—1,5 11)0<cost$§.

a) <sint <

4) Stabiliti care din functiile de mai jos este pard sau impara:
a) f(2) = —sinz;  b) f(z) = —2cos:c, ¢) f(z) =zsinz; d) f(z) =sinzcosz;

e) f(z) = s’”’,x#o f) f(z) = —, cosz #0.

5) Utilizand cercul trigonometric, verlﬁcat;x egalitatile:

a) cos(—t) = cost, sin(—t) = —sint;  b) sin(w — &) = sint, cos(m —t) = — cost;
c) sin(w + t) = —sint, cos(w + t) = —cost.
6) Aduceti la o forma mai 31mpla expresiile:

1 % '
a) sint — et b) cost + . o c) (sint —cost)?;  d) (1 —sint)(1 +sint);
it 1+ cost cost sint (1 —sint)(1 — cost)
t—1 t+1); f : ' ;
e) (cos Jestr ) ) 1+ cost s sint g) 1+sint 1+cost sintcost
7) Stabiliti semnul diferentelor:

a) sin L ga of b) cos Ll cos I c) sin i sin Ll ’d) cos i co i

3 4 6 3’ 6 3 TG 06, -

8T m

e) sin — — cos =i f) sin 27° —sin400°;  g) sin325° —sin43°;  h) cos 77° — cos 460°.
8) Stabiliti valoarea de adevir a fiecarei propozitii:

V3

p1: sin33° < sin148°;  po:cos26° > cos334°;  p3:sind8° =sind08°;  py: sin—";z > cos -

9) Si se arate cd au loc inegalitétile (o« € R):
d) sin® a4 cos® o >

B =
DV

a) cosa < 5+sin®a; b) 2sin?a—sina+1>0; c sin? a+costa >
)
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ol 1 m R
1. Daca sin o = §, a € (—,m), atunci sa se calculeze cos a.

2
2. Pentru cos o = "';‘a a€ (77, 37”), calculati sin .
- -~ 81 -
'3. S& se calculeze sin (—1830°), cos 2925°, cos (—TW) , sin __1963"_

4. Determinati cea mai mica si cea mai mare valoare a functiilor: <
1) f(z)=2+3sinz; 2) f(r)=1-2cosz; 3) f(z)= 5+sin’z;  4) f(z) = 4sin?z + 5cos? z.
5. Sa se demonstreze egalitatile:

1) sm 2g —cos?z = 2sin? —1=1—2cos?z;  2) sin’z — cos?z = 2sinz - 1;
3) sin®z + cos?z =1 - 2sin*zcos®z;  4) sin®z + cos® z = 1 — 3sin® zcos? z.
sin o 1+cosa 2 sinft4costt—-1 2
5)1 . — : ; 6) 6 6 =_;
+cosa sma sin o sin®t+cosbt—-1 3
7) sm a + sin? @ cos? @ + cos? a = 1; 8) V/sin?z + 4 cos? z + V/cost z + 4sin’z = 3.

1
6. Sa se demonstreze inegalitatea sin® a + cos®a > 3
7. S& se arate ca daca sin"z+cos"z =1, Vz € R, atunci n = 2.
8. a) S& se arate cd |sinna| < nsina, Vn > 2, Va € (O,g) si apoi si se deducd inegalitatea
1
gin10° > 6.
b) Fie z € R pentru care sinz + cosz € Q. Sa se arate ca:
1) sin"*2? z + cos™*? z = (sin” z + cos™ z) (sin® z + cos® z) — sin®
2) sin"z 4+ cos"z € Q, Vn € N*.

zcos? z (sin® 2z + cos" 2 z);

yer 1 1 . sina cosa
9. Daca sina + cos @ = —, atunci calculati —
2 cosa sina

5 G . l—sinz sinz | 2
10. Si se arate ci daca , atunci 7 <sin?z < =

1—2sin:z:< 1—4sin’z 2°

11. Si se arate ci existd egalitatea cos? 1° + cos?2° + ... + cos? 90° = 44, 5.

12. S3 se arate c#, dacd f: R — R verifica relatia f(z+k)-(1 — f(z)) = 1+ f(z), pentru k fixat,
atunci f este periodica.

13. S¥ se arate c# nu existd functie f : R — R astfel incat |f(z + y) +sinz +siny| < 2, Vz,y €R.
14, Pentru orice functie f : R — R, exista functiile g, : R — R astfel incat

f(z) = g(z)sinz + h(z)cosz, Yz € R.

Functiile tangenta si cotangenta

Plecand de la rapoartele trigonometrice tg si ctg din triunghiul dreptunghic
sin B cos B

tgB = = 5 cth— 5 VBE( 2)

vom defini in acelagi mod tgo si ctga pentru @ € R ca fiind  tga = %:%%, ctga = -

Dar si observim ci raportul care definegte tga existd daci

€08 o # 0, adick o ¢ {—+2Lw,§§’5+2m| kez} = {(2k+1)g|kez}
Analog raportul care definegte ctga existd dacd numitorul

Sl @ # 0, adicd o ¢ {2km, 7 + 2kn | k € Z} = {kn | k € Z}. -
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Definitie. Tangenta luia € R — {(2k + 1)% ke Z} (notatd tga) este egald cu raportul
; : : Wy sin o
dintre sin a si cos a, adicd  tga = S
Cotangenta lui « € R — {k7 | k € Z} (notatd ctga) este egald cu raportul dintre
0s &
cos a §i sin @, adicd  ctga = C,
sin «

Aplicatii. 1) Dac# tge — ctga = 3, atunci si se calculeze tg2a + ctg?a.
R. Se ridici relatia dati la pitrat gi rezultd tg?a + ctg?a — 2tgactga = 9 sau tg?a+ctg?a = 11, deoarece

tgactga = 1.
sin %a — tg2a 0

2) Sa se d treze egalitatea —————— = tga
) Sé se demons g T g

R S S : sin o cos @
R.. Se aduce membrul stiang la o forméa mai simpla inlocuind tga = ——, ctga = , cand avem
- cos o sin

sin ‘a(cos 2a—1)  sin ®

cos da(sin 2a — 1)  cos S

o
= tgba.

3) Sa se arate ca dacd o € (0, E), atunci tga + ctga > 2.

2
1 2 ; g
yaA Ao R. Din ctga = = inegalitatea devine (tga — 1) > 0, adevirata.
M
%4 Ta (1Y) Deci avem functiile: .
' sin o
; tg:]R—{(2k+1)z|k€Z}—->R,a—+tga= = §i
A' o SIAT 2 cos a “® ¢
(@) X X tg:R—{kr|ke€Z R tga = ;
M3 ctg:R—{kr|k€Z} > R, a — ctga s
Asga cum pentru sin gi cos am gésit cd axa z'z este axa cosinusului,
e iar axa y'y este axa sinusului, in continuare vom preciza axele pentru
Fig.16 tangenta si respectiv cotangenta.

Fie cercul trigonometric C care taie axa Oz in A si A’ (fig. 16). In
punctul A ducem tangenta la cercul C pe care o consideram ca axé cu originea In A si unitatea egald cu

raza cercului C. Deasupra punctului A avem semiaxa pozitiva, iar sub A semiaxa negativa (sensul de
parcurgere al axei este de jos in sus).

Aceasta axa se num(-?te axa tangentelor.

Pentru o # (2k + 1)—2- avem M, € C. Dreapta OM, intersecteazé axa tangentelor in T'(1,y). S& aratim

cd y = tga. Vom face acest lucru pentru a € (0, —g) (primul cadran) si pentru a € (g, 7r) (cadranul II).
La fel se procedeaza in celelalte cazuri.
Cazul 1, Daci a € (0, -72:), atunci AOMZ M, ~ AOAT, si putem scrie
sina MM: AT, AT,
Tsa OME P 0Y.. A AT
Sa observam ca daca o € (O, -7;:-), atunci sin «, cos a > 0 si deci y > 0, ceea ce ne-a determinat sa luim

tga

semiaxa pozitiva a tan#entei deasupra lui A.

Cazul 2. Daci a € (E,w), atunci (fig. 17) AOMEM, ~ AOAT.

Pentru a gasi punctul T, de pe axa tangentelor se prelungegte segmentul [M,O] pana intersecteazi axa
tangentelor in T,. Se observi cd aceasta este tdiatd pe semiaxa negativd. Intr-adevir din

sina  MyMZE AT, AT,
AOMZEM, ~ AOAT, i S0 ay s MaMiy 0. Aol el loialy gy S oo
OMZMy ~ AOAT, avem tga S —OM, 5 1 AT, =y. Deci y < 0.
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In concluzie: gentru orice numar real

o # (2k + 1)5, k € Z existd un unic Y i d A, ™ YA Ko(x1) +o
punct T, pe axa tangenelor, de or- Mo, B ) 11
donata egala cu tgo, y = tgo. ) i i § 4 a\ |
Considerdm cercul trigonometric C care = 2 2 5 Ly
intersecteazd axa y'y in punctele B, B Mo, %
(fig. 18). Tangenta in punctul B la cercul Ty (1)

C se organizeazd ca axd reald, luand origi- : B

nea in B, semiaxa pozitiva la dreapta lui Fig. 17 Fig. 18

B, iar semiaxa negativa la stdnga lui B.
Unitatea pe aceastd axi este egald cu raza cercului C. Aceastd axd se numegte axa cotangentelor.

Daci a # km, k € Z, atunci dreapta OM, taie axa cotangentelor in punctul Kq(z,1). Abscisa acestui
punct este ctgo, adicd = = ctga.

Pentru functiile tg si ctg se verificd egalitatile:
1) tg (ng_ - a) =ctga, Va€R- {kmr; k € Z};

2) ctg(%—a) = tga, VaEIR—{%+k7r;kEZ};

1 T
3) tga = ——, VaeR—{Mr, —2-+k7r,kEZ}.

Aplicatii. 1) Si se arate ci tgl® - tg2° - tg88° - tg89° = 1.

R. Avem egalititile tg88° = ctg(90° — 88°) = ctg2°, tg89° = ctg(90° — 89°) = ctgl® si membrul drept al
relagiei de demonstrat este egal cu tgl® - tg2° - ctgl® - ctg2°® = (tg1° - ctgl®) - (tg2° - ctg2’) =1-1=1.

2) Dacd o € (O, g) gi tgo + ctga = 5, atunci sa se determine sin a + cos o, tga + ctga.

sina  cosc
cosa sina

1
R. Relatia din ipoteza devine =5 sau sinacosa = z Dar (sina + cosa)? =

2 8
=1+ 2sinacosa=1+ 5= 5 iar de aici gi @ € (0, -721) obtinem sina 4+ cosa = \/—:_? Pentru a calcula
ultima suma se ridicd la patrat relatia datd gi avem tg2c + ctg?a + 2 = 25, adicd tg’a + ctg’a = 23.

3) S4 se calculeze (tga + ctga)? — (tga — ctga)?.

R. Se ridic la pitrat si se utilizeazd egalitatea tga - ctga = 1. Se obtine valoarea 2.

Proprietati ale functiilor tangenta si cotangenta

P}. (Periodicitatea functiilor tangenta si cotangenta)
tg(c + k) = tga, Ya € R — {(2! § 1)% |le z},
ctg(a + k) = ctga, Va € R — {Ir| | € Z}.

Functiile tangenta si cotangenta au perioada principald T = .

Demonstratie. Si observam cd unghiurilor a i o+, a # (2k+ 1)% le corespund pe cercul C puncte
diametral opuse My, Masr (fig. 19), ceea ce aratd cd dreptele OMp, OMpyr taie axa tangentelor in
acelasi punct Ty = Tpir, adicd tga = tg(a + ).
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Se aratd inductiv c tg(a + k) = tga, Ya # (21 + 1)-721, Vk e Z,

ya A
T.=T, adicd numerele km, k € Z sunt perioade pentru functia tangenta.
Mg, LR Pentru k = 1 rezultd 7* = 7 reprezintd perioada principald a
a-m/ < o ; functiei tangenta. i ’
X t = —— = — =ctga, V I,

Cum ctg(m + «) G e ctge, Va # I -
Mo+m a# (2l + 1)% deducem cd T* = 7 reprezintd perioada principaly
a functiei cotangents, iar multimea {k7 | k € Z} este multimea

Fig. 19 perioadelor functiei cotangentd. g

Observatie importantd. Studiul functiilor tangentd i cotangentd se poate reduce la un interval de
lungimea unei perioade principale T* = 7. De reguld pentru tangenté acest interval este (—%,% , iar
pentru cotangentd (0,7). Pentru a obtine informatii despre o anumitd proprietate a lor pe domeniile
maxime de definitie, daci este adeviiratd in anumite puncte din intervalul de studiu, se adaugé acestor
puncte multiplu de perioada principald (dacé zo este un astfel de punct, atunci punctele cautate din
domeniu sunt o+, | € Z; etc.). Cu aceasté-proprieta.te se aduce calculul tangentei i cotangentei unui

unghi la un unghi situat in intervalul (0, ).

61m T 7 .. 38 T T
De exemplg. th =tg (151r + Z) = th =1 sau tg (—-3—) =tg (—137r + 5) = tg—é- = /3.

Py. (Paritatea functiilor tangent si cotangenti)
Functiile tangenta si cotangenta sunt impare, adica
tg(—a) = —tga, Va# (2k+ l)lr-, k€eZ, ctg(—a)=—ctga, Va#km, kelZ

=

2
. : sin (—a) —sin @ . 3
: - : tg(—a) = = = -
Demonstratie. Avem: tg(—a) o) Th tge, unde am folosit proprietatea P4 a
s ok cos(—a) cosa
A —a) = = =— ;
functiilor sinus gi cosinus. Analog ctg(—a) s g ctgo. @
* In concluzie avem:
Functii impare: Functie para:
sin (—a) = —sin o cos (—a) = cos «

tg(—a) = —tga
ctg(—a) = —ctga

P4 (Semnul functiilor tangenta si cotangentd) Semnul functiilor tangenta gi cotangenta

yp
in cele patru cadrane este redat in tabelul de mai jos: A

Functia —

X

t
Codrannl |15 &

o
l 4
! thelat / 4
II =eli= o
111 |+ o
e =
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Semnul functiei tangentd pe R — {(2l + l)g- |le Z} este: -

tgz >0,V € (kw,g-+k7r), keZ;tgr<0,Vz € (§+Ic1r,7r+k1r), k€Z;tgr=0, z=knm, ke Z.
Analog semnul functiei cotangentd pe R — {Ir| | € Z} este acelagi cu semnul tangentei deoarece
ctgz = tng’ in plus ctgz =0, Vz = (2k + l)g, ke Z.

Exemplu. Precizati z € (0, %) pentru care ctg2z > 0.

R. Avem ctg2z > 0 dacd 0 < 2z < -;E, adica 0 < ¢ < -E

Py. (Monotonia functiilor tangenta si cotangenta)

Functia tangentd este strict crescatoare pe (—g—, g) gi marcam aceasta in tabelul
™
B

tgz | A avighn of

Functia cotangents este strict descrescétoare pe (0,7) §i vom indica aceasta prin tabelul

iy
$|—§ 0

T | 0 'n'
ctgz ’ N\
Aceastd proprietate o punem in evidentd pe cercul trigonometric (fig. 20).

VAR ctgop Y4 ctgouq

tgaz

Q2
o2 & 04 "
O\ 01 X ] X
3 tg aiq
Fig. 20
™ m
——2-<a1<ag<;=:-tgax<tga2 0< a1 <oz <7 = ctgay > ctgaz

Exemple. 1) S& se determine semnul diferentelor: tg200° — tg190°, ctg73° — ctgT4°.

R. Cum 180° < 190° < 200° < 270°, iar tangenta este strict crescitoare in cadranul trei deducem
tg190° < tg200° si deci diferenta este pozitivd. Din 0 < 73° < 74° < 90° si faptul ca functia cotangentd
este strict descrescitoare in primul cadran rezultd ctg73° > ctg74°. Deci diferenta ceruta este pozitiva.

2) Utilizand cercul trigonometric s se rezolve pe intervalul (—-g, -g) inecuatia —v/3 < tgz < 1.

R. Din tg (—g) < tgn< 1‘.g':l—r si faptul cd tangenta este strict crescatoare rezultd __;_r_ <z < 1

Probleme propuse

0. 1) Sa se calculeze : tg-76E + ctg%; tg45°ctg60°; tg0° + ctgdb®; ’cg;- + ctg%.

2) Marcati pe cercul trigonometric toate unghiurile ¢ pentru care, pe rand:

a) 0 < tgt < 1; b) ctgt < 1; c) tgt > V3; d) -1 < ctgt < 0; e) —V3 < tgt < —1; f) ctgt > V3.
3) Stabiliti care din functiile de mai jos este pard sau impara:

a) f(1) = tigh b) f())=t+2cteh o) f(1) = Stgtete2ts ) f(0)= L5 ©) f(B) = oo
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4) Utilizand cercul trigonometric, verificati egalitdtile (acolo unde au sens):
a) tg(—t) = —tgt; ctg(—t) = —ctgt; b) tg(r —t) = ~tgt; ctg(m —t) = —ctgt;

c) tg(m +t) = tgt; ctg(m + t) = ctgt.

5) S& se aducd la o forma mai simpla expresiile:

: ) 2 1 —sin®t
a) cost-tgt+ sintctgt; b) (1+tg*t) cos*t; c) 1— cos2t

1 1
1+ tg2t Ry ctg?t’

tg?; d) (tgt+ ctgt)?; e)

6) Stabiliti semnul diferentelor:
o 3m a7 3w

a) tgl20° — tg60°; b) ctgb0°® — ctgd5°®; c) tg 1 th 3 T
e) tg340° — ctg280°; f) ctgl25° — tg300°.
7) S& se arate cd au loc inegalitatile:
2 m™ 2 T 9 T
a) tg*t +2 < 3tgt, t € [—,-é-]; b) tg*t < tgt, t € (O’Z); c) 2ctg®t +1 > 3ctgt, t € (O, Z)’

4
d) ctg?t < ctgt, t € (%,-725)
8) Utilizdnd cercul trigonometric sa se rezolve:
: m™ T\ ., o
a) pe intervalul (—5, 5), inecuatiile:

3
1°) tgz > \/TE; 2°) tgr<1; 3°) -1<tgz>+3; 4°) _\/?ﬁ_ <tgzr < £;

3
b) pe intervalul (0, 7), inecuatiile:

3 3
1°) ctgz > V/3; 2°) ctgr > i 3°) —v3 < ctgz < \/T—-; 4°) -1 < ctgz < V3.

3 )
1. S& se demonstreze egalitdtile (acolo unde au sens):

sinz+tgz sin o cos a 1 sinae—cosa tga-—1

0) ———=—=y=tg i) % == fecid)iz = ;
l1+cosz l4ctge 1+4+tge sina+cosa sina+cosa tgo+1

cos a+tgar ctga 2 5. Hog.CtEre

el S 85 gyttt : = =1
3) S ca in o ) e cosa; 5) (tg°a —sin‘a) e 1;
6) 1 +sin @ + cos a + tga = (1 + cos a)(1 + tga);
7) (1 +sin @)(1 + cos @) = (sin @ + tga)(cos a + ctga);
8) (1 + ctgz)sin® z -+ (1 + tgz) cos® z = sin = + cos ;

— gin2

9) sin® atga + cos? actge + 2sin acos @ = tga + ctgey;  10) tgactga + Lo e 12

1-cos?2e sin?a’
sin @+ 2cos o

2
—— X, daca tga = <. 2) Daca tgz = tunci sinz =7
cos o — 3sin o’ & 5 ) Dacé tgz = cosz, atunci sinz

2. 1) Calculati

Relatii intre functiile trigonometrice ale unui unghi

Conform relatiilor stabilite pdna acum, orice functie trigonometricé a unui unghi se poate exprima prin
oricare altd functie trigonometrica a aceluiagi unghi. Am vazut cum se exprima sin o in functie de cos a
prin intermediul formulei fundamentale a trigonometriei
sin @ = £v/1 — cos? a.
La fel tgo se poate exprima numai in functie de, sd spunem, cos e prin intermediul formulei
sina +v/1—cos?a
cos @ cosa
Urmatorul tabel contine toate relatiile (pe care le propunem ca exercitiu):

tga =
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de aflat fiind date
sin a cos o tga ctga
t
sin @ = sin +v1 — cos? & B + :
+4/1 i!- tg?a | /14 ctgla

R ctga
cos @ = | £V/1—-sin’a cos « &

++/1 +tg2a | £4/1 + ctgle

sin +v1 — cos? 1
tga = tga
+v1—sin’o cos o ctga
+4/1 —sin?a cos 1
ctga = \/ g ctgo

TR +v/1 —cosda tgo

Pentru unghiurile din primul cadran radicalii vor avea ca semn +, in celelalte cadrane semnul din fata
radicalului se va stabili conform tabelului de semn pentru functii sau pe baza cercului trigonometric.

.

Probleme rezolvate
1. S& se determine valorile tuturor functiilor trigonometrice ale unghiului a in cazurile
1 1 T ; 48 3r

sin @ = 3 a€ (E,'rr) sitga = 7 a € (2 ,27r).

R. Cazul sin a = %—, a€ (22[’ 7r). Din formula fundamentald cos a==4+/1—sin?@. Cum unghiul a este

in cadranul doi, iar aici cosinusul este negativ, atunci alegem in fata radicalului semnul minus. Deci

/ 1 2v/2
cosa = —1/1—sin?a=— 1—§=—%_.
1

sin 3 1 W o 1 4
Pentru tga avem tgo = = =— = —— gi apoi imediat ctga = — = ——= = —2+/2.
g 8% = Cos a _2\/5 2/2 Fdi? g tgor V2 2
3
Cazul tga = —g. Acum vor trebui exprimate celelalte functii trigonometrice ale unghiului in functie de
tga, tinind seama ca unghiul a este in cadranul patru.
: tgla 3 oy UHEL tgo
Avem egalitatea ————— = sin® ¢, iar de aici sin @ = ————.
& 1+tg’a +/1 + tg2a
3 3 ' '
Deci sin @ = i el S A0 Din egalitatea e nll e cos? a rezultd cos o = -
G b 5 1+ tg2a +/1+tg%a
14 — 4
» 1 1 4
Cosinusul unui unghi din cadranul patru este pozitiv. Deci cos o = ﬁ = S =z
+ tga 14+ =

Altfel: avand sin « se poate calcula cos @ din formula fundamentald a trigonometriei, via cadranul in
care este situat unghiul. Aici (cadranul patru) avem:

cos @ = \/1—sin’a= g Pentru ctga = % = —é.

tga 3

¥ . . iy .
2. Sa se arate ca dacid a € (0, 5)3 atunci sin a < a < tga

R. Fie M, punctul de pe cercul trigonometric corespunzitor unghiului a. Primul lant de inegalitati
rezultd din inegalitatile intre arii Soam, < Ssector aonm, < SOAT,, unde Ty este punctul
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ey T corespunzétor unghiului o pe axa tangentelor.
M & OA-M,ME 1 . Bides o
/ 7 ; Avem Soam, = —20-—0' = el Ssector AOMa = 3 (dacd la 27
LA : : a
o) aM’,‘ 2 radiani... aria , atunci la o radiani avem aria z; deci z = 5),
57 QA-AT, 1
SOATa = ——2—' = Etga.

3. Dac tga + ctga = 5, atunci s& se.calculeze: a) tg?a +ctg’c; D) tgda + ctgla.
R. a) Ridicand relatia dati la patrat se obtine: tga + ctg?a = 23.

b) Prin ridicare la cub a egalitétii date (dupé formula (a + b)? = @® +b® + 3ab(a + b)) avem:
tg3a + ctgda + 3(tge + ctga) = 125 (am utilizat egalitatea tgactga = 1).

De aici tgla + ctgla = 110.

T

t
c—ga—ﬂdacésina=§§i0<a<2

ctga — tga 5

sin a4+ cos &
——  daca tga = —2.
cos o — sin @

4. a) S& se calculeze valoarea expresiei

b) S& se determine valoarea expresiei

4 4
R. a) Se determind cos @ = V1 —sina = 5 De aici tga = %’ ctga = 3" Pentru expresie gasim
valoarea 27

sin o 1

cosa+ Vi igo =21 1

sma 1—tga 1+2 3

b) Se aduce expresia la forma (se simplificd fractia prin cos c)

cos a
. ~ - . 1
5. S& se exprime in functie de tga expresia ————.
y 3 1 —sin acos
R. Se scrie expresia sub forma Bn2d et cost o
sin? @ + cos® 30 o T S T _ 1+tgla
sina + cos?a —sin acos @ sina+cos?a —sin acos @ tgla+1—tga’

cos? o
6. Calculati tga daci sin? @ — 2cos? @ = sin acos e, « € [5, 6].

R. Se imparte relatia datd prin cos® o (s observim ci toti termenii relatiei sunt omogeni de gradul doi

in sin @, cos a) i rezultd tg?a — tga — 2 = 0 cu solutiile tga = 2, tga = —1.
Cum e € [5,6] C [3?”,211'], iar aici (cadranul patru) tangenta este negativé, retinem tga = —1.

T 5 sin ay + sin «
7. Dacd 0 < oy < a3 < —, atunci tga; < 1 2= tgas.
2 cos (1 + cos ap
R. Avem 0 < sin a; < sin ag §i cos a; > cos a > 0. Deci 2sin o) < sin a1 + sin @ < 2sin a3 s
2sin @;  sin @1 +sin ag _ 2sin oy

2c0s @1  COS @1 +COS Qg 2c€0S @p

2cos a; > cos @] + cos ag > 2cos ap, iar de aici

Probleme propuse

1. Comparati cu zero numerele:
1) sin 1, sin 2, sin 3, sin 4, sin 5, sin 6;  2) cos 1, cos 2, cos 3, cos 4, cos 5, cos 6;
3) tgl, tg2, tg3, tgd, tgh, tgh;  4) ctgl, ctg2, ctg3d, ctgd, ctgd, ctgb.
2. Determinati o din primul cerc trigonometric ([0,27)) si apoi din R pentru care (pe rand):

1)sina—3sina=0; 2)sina—3sina+2=0; 3)sinacosa=0;
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4) cos’a+2cos a+1=0; 5) tg?a—3tga =0.

3. Calculati: ! 3
1) sin o, tga, ctga daca cos a = ~5 giT<a< 777;
y 12 .3
2) cos a, tga, ctga daci sin a = 33 7“ <a<2m
; ) T 5sin a + 7cos « 4
. w s _2 2 U A w —
3) sin @, cos ¢, tga daca ctgo si 5 <a <@y 4) S5 ST daci tgo =

5) tg2a + ctg?e; tgla + ctgle; tga — ctga daci tga + ctga = 2.
8cosd & — 2sin® & + cos a

6) = , dacé tga = 2 (Se vor omogeniza, mai intdi, numaritorul si nu-
2cos o —sin® o
mitorul).
4. Determinati valorile tuturor functiilor trigonometrice ale unghiului « in cazurile:

1 T 3T 3T
1) cos & = —z, o€ (-2-,7r); 2)tga=3, ¢ € (w,?>; 3) ctga= -5, a € (7,27r>;

: 1 37\ e 3 f E— 3T
4)sma————5-,a€<7r,2), 5)cosa-3,a€(2,21r), 6) tga = 4,a€<—2—,27r>.

Reducerea la primul cadran

Atunci cind avem de calculat sin @, cos o, o > 27 (sau tga, ctga, a > 7 — acolo unde existd) se reduce
calculul acestora din unghiuri situate in primul cerc trigonometric [0,27) (sau din unghiuri situate in
[0, 7)) prin utilizarea perioadei 27 (7) si a formulelor

sin @ = sin (2kw +r) =sin r,

cos @ =cos (2km +7) =cost, r€[0,27), kEZ

T

(tgx = tg(km + o) = tero, ro € [0,7] - {7},

ctga = ctg(km + ) = ctgro, o € (0,7)).
Daca a < 0, atunci se utilizeaza paritatea functiilor trigonometrice si apoi periodicitatea.
Mai mult vom reduce calculul acestor unghiuri la primul cadran.

Trecerea din cadranul doi in cadranul intai

¥ ™ 5 2 3 ™ &
Daca r (—2-, w), atunci acest unghi se poate scrie sub formar =7 — z, unde z € (0, 3), cand

sin(r—z)=sinz § cos(m—z)=—cosz (fig. 21)
yr ctg (n-x) T T ctg x
oo sin X N x tgx
: T-X | =X
; A S X 2 S
cos(n-x) |0 cosx] X O\ X
tg (m-X)
Fig. 21 Fig. 22

Pentru comoditate, pe cerc, in loc de M, vom scrie  adici mésura arcului care corespunde unghiului
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