4.2. APLICATII ALE TRIGONOMETRIEI IN GEOMETRIE

Teorema sinusurilor

Teorema (sinusurilor). In orice triunghi ABC avem:

a b c
— = — = 2 R,
sinA sinB sinC
In orice triunghi raportul dintre o laturd si sinusul unghiului opus este constant si egal cu
diametrul cercului circumscris triunghiului.

Din teorema sinusurilor avem: a=2Rsin A, b=2Rsin B, ¢ =2Rsin C.

Demonstratie. Vom demonstra teorema in cele trei cazuri date de natura triunghiului ABC - ascutit-
unghic, dreptunghic sau obtuzunghic.

Cazul 1. Triunghiul ABC este ascutitunghic (fig. 1, a)). Se considera diametrul [BD]. Triunghiul
BC D este dreptunghic in C, iar p(BAC) = pu(BDC) (unghiuri cu varful pe cerc ale caror laturi subintind

; T T e e (DL 0D s i - -
acelagi arc). Avem: sin BAC =sin BDC = BD = 3R Analog avem: sin B = R Sin C= 5B
A
J >
B
D
a) Fig. 1 b)
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Cazul 2. Triunghiul ABC este dreptunghic in A( 2) Atunci trebuie ardtat cé:

a _ b c b c
a o B z 506
- B W sau sin = sin C

a
care sunt rapoartele trigonometrice corespunzatoare sinusurilor unghiurilor ascutite B si respectiv C,
(In acest triunghi a este ipotenuza si este egald cu diametrul cercului circumscris triunghiului ABC).

Cazul 3. Triunghiul ABC este obtuzunghic (4 > Z fig. 1, b)). $i In acest caz considerim

diametrul [BD] al cercului. Patrulaterul ABDC este mscnptlbll gi deci A+ D =. In triunghiul drept-

BC’ a a a

unghic BCD avem: sin D = BD — 2 S sin (7 — A) = 2R sau incd sin A = TR

Pentru unghiurile ascutite B si C se repeta demonstratia de la Cazul 1. g

Observatie. Teorema sinusurilor se poate aplica in doud situatii: 1) cdnd se cunosc doua laturi si unghiul
opus uneia dintre laturi; 2) cand se cunosc doud unghiuri si o laturd opusa unuia dintre unghiuri.
bsinc V2

b c ) ¢
sinB_sinC’=>8mB_ c _T=>B_45 B

Exemple. 1) b= 3v2, ¢ =3, C = 30°. Atunci:
= A = 180° — (30° + 45°) = 105°.

b in B
9) A=45°, B = 60°, a = v/2. Din = b=2"02 = /3. Dar C = 180° — (60° +45°) = 75°
nA sin B sin A
v Con i :c=a51n0~375 !
S GnC  sind sin A (55
Laturile triunghiului ortic. Triunghiul ortic al unui triunghi este triunghiul determinat de
picioarele iniltimilor, A’B’C’ in figura aldturatd. Notdm B'C’ = o/, A

C'A' =/, A'B' = ¢’. Determinam in continuare unghiurile si
laturile acestui friunghi Avem:
A = BAC" = HA'C' + HA'B' = ABC' + HCB' (HA'BC', HA'CB'
sunt patrulatere inscriptibile) = % —A+ -g — A = 7 — 2A (triunghiurile
BB'A, CC'A sunt dreptunghice). Analog B’ =7 — 2B, C' =m —2C.
Patrulaterul BC B'C’ fiind inscriptibil deducem ca AC'B' =C. Aplicam teorema sinusurilor in triunghiul
AB'C’' gi avem: 45 = EC_” (1).
sin C sin A’

Din triunghiul dreptunghic BB’'A se obtine AB’ = ABcos A = ccos A. Cu aceasta din (1) obtinem:

AB'sin A ccos Asin A c

ol = = = . . gf — 1 A=
B'C i C o C mC .o A-sin A = (2Rsin A)cos acos A.

B A’ C

Deci

a' = acos A si analog b' = bcos B, ¢ = ccos C

Teorema sinusurilor aplicatd triunghiului ortic A’B’C’ dd (R’ este raza cercului circumscris acestui tri-

a acos A _acos A _ a

e s =
unghi): 2R sin A’ sin(m—2A4)  sin 24 T 2sinAd

Deci

R' = —, unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC, iar R’ este raza cercului

circumscris triunghiului ortic al triunghiului ABC.
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Probleme rezolvate

1. S& se arate ca daca:
sin?A  a?
a) = —
cos A bc
b) a = 2bcos C, atunci triunghiul ABC este isoscel;
c) 2a =b+c, 2A = B+ C, atunci triunghiul ABC este echilateral.
R. a) Exprimim relatia datd ,uniform* cu ajutorul functiilor trigonometrice. Mai precis laturile din
membrul drept le scriem cu ajutorul teoremei sinusurilor (e = 2Rsin A4, ...) si relatia devine
soi2 A s2
j:lons v smsgsfl 5 ¢ cos A =sin Bsin C (sin A # 0)
Cum A= — (B +C) si cos A= cos[r — (B + C)] = —cos (B + C), relatia se mai scrie
—cos (B + C) =sin Bsin C & —cos Acos B +sin Asin B = sin Asin B < cos Acos B = 0.

T
De aici cos A = ( sau cos B = 0, adicd A = 5 Sau B= 5, ceea ce arata cd triunghiul este dreptunghic

, atunci triunghiul ABC este dreptunghic;

in A sau B.

b) In aceastd relatie in fiecare membru laturi ale triunghiului apar la aceeasi putere (aici la puterea
intdi). Se recomandi utilizarea teoremei sinusurilor in exprimarea laturilor (R, in final se simplifica
in relatie, rdmanand o relatie care contine numai unghiuri). Avem 2Rsin A = 4Rsin Bcos C sau
sin A= 2sin Bcos C. Cum A =7 — (B + C) avem:

sin [ — (B + C)] = 2sin Bcos C & sin (B + C) = 2sin Bcos C > sin Bcos C +sin Ccos B =

= 2sin Bcos C & sin Beos C —sin Ccos B=0&sin(B—-C) =

Cum B-C ¢ (—g, g) deducem B — C = 0, adici B = C. Asadar triunghiul ABC este isoscel.

¢)Din B+C=2Asi A+ B+C =mrezultd A= E, B+C= 2—;— Rescriem relatia 2a = b+ c utilizand

3
teorema sinusurilor (a = 2Rsin 4, ...) si obtinem

o B—
2sinA=sinB+sinC¢>sinA=sinB;CcosBzcﬁlzcos 20

De aici B—C =0, adici B=C = g in final triunghiul ABC este echilateral.

2. O dreapti intersecteazd laturile [AB], [AC] precum si o ceviand [AD] ale unui triunghi
B

AM OM AB
ABC in punctele M, N, O. Sa se arate ca: DC AN — ON AC

R. Considerdm p(m) =z, u(CAD) =y (fig. 2). Aplicim teorema sinusurilor in triunghiurile ABD
BD AB DC AC

si ADC si avem: sinA:z: iy Dyt eEineg i Dy’ iar de aici
rezulta gg :2 = Ag’ (1) (sin D; = sin(7m—Ds) = sin Dy).
Analog in tnunghlurlle AMO si ANO aceeasi teorema ne permite
84 s SR O ME tsar iar de aic
c = i
B sin 01 sin z’ sin Oy siny’ M

: J AM 01\4 sin
(sin O = sin Oy). AN ON e (2). B

Inmultim relatiile (1) cu (2) si rezultd relagia ce trebuia stabilita. Fig. 2

3. S3 se demonstreze ci intr-un triunghi oarecare are loc inegalitatea
3+ cos? A > 2cos? B + 2cos®C.
R. Rescriem inegalitatea sub forma (cos?z = 1 — sin’z)
4—sin? A> 2 - 2sin? B + 2 — 2sin?C & 2(sin? B + sin? C) > sin® A.

Acum din teorema sinusurilor sin A = si ultima inegalitate se rescrie

Ll
T
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W2 +22>a2e (b+ c)?+ (b— ¢)? > a?, adeviiratd deoarece b+c > a (intr-un triunghi suma a douj
laturi este mai mare decdt cea de-a treia) si (b— )% > 0.

4. (Lungimea bisectoarei) a) in orice triunghi ABC avem: I,

A 2bc
ieb+ic

A
cos o unde [, este

lungimea bisectoarei unghiului A.
b) Si se arate cd un triunghi care are doui bisectoare de lungimi egale este isoscel.

R. a) Fie [AD] bisectoarea unghiului A (fig. 3). Din teore-
BD AB

A ma bisectoarei avem — = —— sa B—Q——-iarde"
ise el a D6 = AC M D T ¥ aici
Y sau incd B Deci BD = —
c b BD+DC  b+c a  b+c T bt
la iar DC = b_(-liTE' Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul ABD
aci.)
BDsin B .58 B
: Fig 3 : ik sitllaB = Blii i s .SIZ = b+.c A
" sin _é- sin 5 sin E
¢ ——sin B .
_BDsinB _pyc 7. Basriincpeilin fiznatntd. o DR
= T iy A Dar ey deci sin B = . In fine,
sin — sin o
i b B 2ab
la = blfc::ng = b2+cc cos % Analog (prin permutdri circulare) I = azj—cc cos =, lo= -a—% cos %

A7)

b) Din [l = lp rezultd

OS5 alb+c)

. Daca, prin absurd, A > B, adicd a > b, atunci

cos i ol
2
cos e
a(b+c) > 1, ceea ce di 123 > 1 sau cos A > cos E, adicd A < B, fals. Analog, A < B conduce la
b(a+c) cos — 2 :

2
contradictie. Deci A = B.

5. (Strategia la jocul de golf) in desenul aliturat jucitorul de golf are bila in punctul A

7

30 <

50
V.

Probleme propuse

si trebuie s3 nimereascad in C. Dacd ar face-o direct aceasta
poate ajunge in lac. Preferd o variantd cu doud lovituri.
Din A in B cu AB = 50 m si CAB = 30°, iar din B in C, cu
BC = 30 m. Care este distanta de la mingea de golf la tinta?

BC AB

sinA sinC’

sinC = g-sin 30° = % Tot din teorema sinusurilor rezulta
A8 HEA A el b
g = c adicA A0S 60-SnB0, 0 (BRI (A+0)).

R.. Din teorema sinusurilor avem De aici

0. Fie ABC un triunghi. 1) Dacd BC =3, cos A = —;—, atunci determinati R.

2) Dacd B = 60°, C = 45°, atunci

3) Dacs'A = -;5, B= % AB =6,

AB
ac = V2

atunci determinati R.
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4) Dacid AC = 2v/3, R =2, atunci determinati B.
5) Daca AB = 6, B = 45°, C = 30°, atunci determinati perimetrul.

6) Dacid R = g, BC = 3, atunci A = 90°.
7) Dacid BC = /2, A =30°, B = 45°, atunci AC = 6.
1. Sé se arate ca intr-un triunghi oarecare ABC au loc egalititile:

2
1) bcos B + ccos C' = acos(B — C); g) 1+ cosAcos(B—C) = b4;2c2’
‘5 sin(A—B) a?—b% /;\ sin(A—B)sinC a2 —b?
S sin(A+B) ¢ ' " 1+cos(A—B)cosC a2+b2
5) Vasin A + Vbsin B + Vcsin C = 1/2p(sin A + sin B + sin C);
B C a abc
6) l—thth =5 7) acos A+bcos B+ ccosC = — Yok

8) asin(B — C) + bsin(C — A) + ¢sin(4 — B) = 0;
e A ”
9) (b+ c)th + (c+ a)th +(a+ b)tgA s

2. Si se arate ci daci in triunghiul ABC avem:

1) b+ c = 2a, atunci 2sinA =sinB+sinC; 2) 2cos A+ cos B + cosC = 2, atunci b+ c = 2a;
3) A=2B, atuncia?-b>=bc; 4) A=2B+C, atunci a? — b? = ac.

3. S& se arate c# daci in triunghiul ABC are loc una din relatiile

1) a = 2bsin g; 2) a=2bccosC; 3)b+c=4Rcos g; 4) atgA + btgB = (a + b)ctgg;

= 0.

A C
1 —ctg—ctg—
5) cl:g_g—i-_c_:;:g_g — 2; 6) tgB = —2——, atunci triunghiul este isoscel.
CLED 1~ Chg < ctg—+ctg§
4. S3 se arate cd dacid in triunghiul ABC are loc una din relatiile:
ha 2
1) aT = ngsmBsmC = ng sin Asin B, unde h, este lungimea indltimii din A;

2) h,,\/_+§=b+c,
atunci triunghiul este echilateral. -

5. Si se arate ci triunghiul ABC in care are loc una din relatiile

b
l)azsin2B=%I;—c; 2) cos B+ cosC = :c, 3) sin A + sin B = cos A + cos B,

este dreptunghic.
6. Daca in triunghiul ABC are loc una din relatiile:

1) b (1 + ctgg) = (1 + ctg%) 2) sin(A — B) = sin? —sin B2,

atunci triunghiul este isoscel sau dreptunghic.

7. S4 se arate ci in triunghiul ABC au loc inegalitatile:

1) b+ ¢ < hq + 2R, unde h, este lungimea inil{imii din A;

2) R(b+c) > a\/_ cu egalitate in triunghiul dreptunghlc isoscel;

3) bi > sin g

8. (Distanta dintre o navi de rizboi si un submarin) Dintr-un avion care zboara deasupra
oceanului, unghiul de coborére la un submarin situat la suprafata apei este de 45°, iar un-
ghiul de coborare la o nava de razboi este de 30°. Dac# dlstanta de la avion la navi este de
10 km, atunci determinati distanta de la submarin la navi.
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9. (Distanta de la avion la varful muntelui) Un aviator vede varful unui munte cu unghiul
de coborare de 15°, avionul fiind situat fata de varful muntelui la distanta de 5 km. Dupj
cateva momente aviatorul vede varful muntelui cu unghiul de coborare de 45°. Care este
distanta de la avion la varful muntelui.

10. (Distant}a de la nava la far) O nava se deplaseazi paralel cu tidrmul. La un moment din
navi farul se vede sub un unghi de 30° cu directia de deplasare. Dupa ce nava parcurge
5 km, unghiul a crescut la 75°. in acest moment, care este distata de la navi la far?

Functiile trigonometrice ale unghiurilor unui triunghi

Reamintim teorema cosinusului in triunghiul ABC: a® = b? + ¢®> — 2bccos A. Atunci:

Corolar (cosinusul unui unghi). In orice triunghi ABC' avem:

b2+02—0.2 a2 c2__b2 a2|b2—02
2 B : ¢ Sl T i B
cos A= % , COs ¥ , cos C 2ab

Caracterizarea naturii unui unghi al unui triunghi

T
A=unghiascu§it(I>A<541»005A>04i>b2+c2>a.2

A=unghidrept®A=g—cbcosA=0¢>b2+62=a2

A=unghiobtuz¢>A>%@cosA<0@b2+c2<a2.

Corolar (functiile trigonometrice ale unghiului pe jumatate).
In orice triunghi ABC avem egalititile:

_[pp—a) . A_ [-bp-c) . A _ [(p=b)p—0)
e BE. D be ’tgi_ p(p—a)

14 ——b2+ i 2 2
- A 1+4cosA (b+c)—a
; Dty — 2bc . -
Demonstratie. Avem: cos 5 5 5 Abe
_(b+c+a)b+c—a) 2p(2p—2a) p(p—a) . A 7 A [p(p—a)
- abe = =enggen w0 s ol DB (Ui S o8 mimiys S
Analog din sin® g = 1—_(;0—” se deduce expresia lui sin 7 .

Probleme rezolvate

1. (Formula medianei) S3 se arate ci in triunghiul ABC lungimea medianei din A, notata

D 2(b* + 02) —a?
m,, are expresiam’?=—-———‘-

R. Fie [AA"] mediana din varful A al trlunghlulm ABC (fig. 4).

Aplicam teorenla cosinusului in triunghiurile ABA’, ABC si avem:
2

C +——-—m _ 12 -
cosB=———— cosB = m.
ca 2ac
B Al C Egaland cele doua exprimari ale lui cos B, dupa unele calcule se
Fig. 4 deduce formula dorita.

2( a2 °59 2 2\ - in2
Prin permutdri circulare gisim mj = . e +f) b , Mg = At 2 e
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2. S& se arate cd daca:
a) sin A = 2sin Bcos C, atunci triunghiul este isoscel.
b) p=bcos A+ ccos B +acos C, atunci triunghiul este echilateral sau isoscel.
R. a) Vom scrie echivalent relatia in functie de laturi (utilizand teorema sinusului si teorema cosinusului)
b2 .
giavem: a=2b- (—1—+2—i & b? =c? & b=, adicd triunghiul ABC este isoscel.
Altfel din A = w — (B + C) relatia se reduce la sin (B — C) = 0, adicd B = C.
b) Aplicdm teorema cosinusului si dupa unele calcule egalitatea se aduce la forma
ab(b? — a?) + be(c? — b?) + ac(a® —c®) =0sau  (b—a)(c—b)(c—a)(a+b+c) =0.
De aici a = b sau b = c sau c = a.
Daca una din relatii are loc se obtine triunghi isoscel, iar daca doud relatii au loc, atunci a = p = ¢ si
deci triunghiul este echilateral.

b — 2

a
R. In structura egalitatii figureaza atat laturi cit si unghiuri. Cautam sa ,uniformizam* scrierea uti-
lizand numai laturile cu ajutorul teoremei cosinusului. De fapt membrul drept contine in structura lui

doar laturi. Vom aduce §i membrul stidng la o exprimare cu ajutorul laturilor. Avem:
2 b2 D 2 CZ = b2 b2 22
bcosC'—ccosB=ba +2b = _Ca+ = =

a 2ac a
Altfel, se exprima laturile (din teorema sinusurilor) in functie de unghiuri.

3. S3& se arate ci in orice triunghi ABC are loc egalitatea bcos C —ccos B =

g : 4 5 m
4. S3 se arate c3 daci intr-un trlunghl at > b + ¢t — b?c?, atunci A > L

1
R. Sa observam ci inegalitatea A > § este echivalenta cu inegalitatea cos A < cos % 7" Utilizand
: : 5 S, 8 ? : A B+e2-a? 1 I
teorema cosinusului aceastd ultima inegalitate se rescrie echivalent TR < 5 a® > b*+c" —be

Conditia din ipoteza se rescrie a? > Vb4 + ¢t — b2¢2.
Ardtdm cid Vb 4 T — b%c? > b + ¢ — be. Se ridicd ambii membri (pozitivi) la pitrat si dupd unele
calcule se ajunge la (b — c)? > 0, ceea ce-i adevirat.
5. Se considerd triunghiul ABC si punctele M, N situate pe laturile (AC) si respectiv (AB).

S3 se arate ci BC?+ MN? = BM? 4+ CN? daci si numai daci A = %

R. Notim AM = z, AN = y si exprimam segmentele care apar in relatie c
cu ajutorul teoremei cosinusului (fig. 5). Avem:
BC? = b2 + ¢ — 2bccos A, MN? = z? + y? — 2zy cos A, M
BM? = z? + ¢ — 2zccos A, CN? =32+ b% — 2ybcos A. .
Se aduce relatia din enunt la forma (b—z)(c—y)cos A=0sau y .
MC -NB-cos A=0. De aici cos A =0, adicz‘iA:E. A N Fig. 5
6. S3 se arate cid dacd in triunghiul ABC avem 2a = b+ ¢, atunci th % = %—
R. Tinand seama de formulele cunoscute ale unghiului pe jumatate avem:
8.0 (p—c)p—a) [(p—a)(p—b) p-—a a+b+c_3a
t t = 2 d = —=
E9 b = \/ 2(p— ) Pp—0) e 2 2
3a =
pgiioion! ol
A = =_.
cum - %a 3
2 C A '3
7. S3 se arate ci daci in triunghiul ABC avem relatia acos® 5 + ccos? g §b, atunci

2b=a+c.
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R. Tinem seama de relatiile cos? g = ILPI;_G), cos? %7 = B%EZ si relatia din ipotezi devine:

P(Pb— c) + P(pb— a) = -g.b sau dupa unele calcule 2b=a + c.

8. S se arate cd in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:  sin —sin — sin 7 <

2 2
R. Utilizam relatia sin -4 = w si analoagele si inegalitatea devine
(—a+b+c)la—b+c)a+b—c) <abe, (1).

Notam z =p—a, y=p—b, 2=p—c¢, z,9y,2> 0. De aici a =y + 2z, b=z + 2, c = T+ y si inegalitate
(1) se rescrie: 8zyz < (z + y)(z + 2z)(y + z), ceea ce-i adevarat deoarece = +y > 2,/7y, T+ z > 2\/zz,
Yy + z > 2,/yz, care inmultite, membru cu membru, dau inegalitatea de mai sus. Avem egalitate in
ultimele inegalitati dacd = = y = 2, adicad dacd a = b = c si corespunde triunghiului echilateral.

|~

Rezolvarea triunghiurilor oarecare

Ca si in cazul triunghiurilor dreptunghice, prin rezolvarea triunghiurilor oarecare intelegem determinarea
lungimilor laturilor gi masurilor unghiurilor cand se cunosc o parte dintre ele. Cazurile de congruenta ale
triunghiurilor precizeaza in ce conditii doud triunghiuri sunt congruente. Pentru doud triunghiuri con-
gruente laturile care se corespund au aceeasi lungime, iar unghiurile corespunzatoare au aceeagi masuri.
Aceasta inseamna ci se consideré elemente cunoscute in rezolvarea unui triunghi cele furnizate de cazurile
de congruenta ale triunghiurilor.

Le analizdm in continuare.
Cazul 1 (L.U.L.) Se considera cunoscute doud laturi gi unghiul dintre ele. Presupunem ca se dau laturile

b, ¢ si unghiul A (fig. 6). Utilizand teorema cosinusului se determind latura a. Avem:
a? = b? + ¢? — 2bccos A. Acum este suficient si determinim unghiul B, deoarece C = m — (A + B).

o : 5 S : bsin A
Pentru aceasta se poate utiliza fie teorema sinusurilor i: A AanB cind sin B = — , fie teorema
s
cosinusului din care cos B = e si deci B rezulta usor.
A A
c b c b
B a C B a C

Fig. 6 Fig. 7

Exemplu. Si se rezolve triunghiul ABC incareb=3,c=5, A= %

R. Conform celor expuse mai sus avem: a? = b% + ¢? — 2bccos —;E = 19. Deci a = v/19. De asemenea

a?+c2-b V19 | L8 . 5 T 2
e Segg o de aici rezulta B, cand C—7r—(§+B)—?—B.
Cazul 2. (U.L.U.) Acest caz corespunde triunghiului in care este cunoscutd o laturd, si spunem a,
si unghiurile aldturate ei, B, C (fig. 7). Avem imediat A = m — (B + C), iar din teorema sinusurilor

c a b : J asin C asin B

- = — = — se obtin celelalte laturi c = ——, b= —
sin C  sin A _ sin . . .sinA . sin A
teorema sinusurilor, atunci pentru b se poate aplica si teorema cosinusului.

m m
E,C—Z,a—lO.

cos B =

. Daca am aflat latura c din

Exemplu. Sa se rezolve triunghiul ABC in care B =
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o Tw

R. Se determind unghiul A=7—(B+C)=7n—- — = Din formulele de mai sus

12 = 1%
: 0} 1+4cos -
=a,?1nAC’= 5\/757r= 5\/;-- Cum cos-]:”—2= 5 0 - 2-2'-\/§avem:c=M.
Analog b = -——}—0—
2+V3
3 ; i b? + % — g2
Cazul 3 (L.L.L.) Cunoagtem in acest caz toate laturile a, b, c. Din formulele cos A = =
c
2.2 pe
cos B = % se determind unghiurile A gi B, iar din A+ B + C = 7 rezulta C.
2
Exemplu. Sa se rezolve triunghiul ABC in care a = l/2_§’ b= g, c= \/6—1-\/_—
1
R. Avem dupa unele calcule cos A = 3 adica A = g—
Din teorema sinusurilor sin B = bSl;l 4 — g, adica B = %
Acum C=7—(A+B) = i—:

Formule pentru aria unui triunghi

Notdm cu S aria triunghiului ABC, iar cu hyg, hy, h. lungimile indl{imilor triunghiului duse din A, B si

respectiv C. Atunci se gtie ca aria S are exprimarile

a'ha L b'hb = c'hc
2 1B K[ 2aiT7i12

—

Cum din triunghiul ABA’, sin B = % (fig. 8.a)) sau sin(r — B) = Zlc—a (fig. 8.b)) deducem h, = csin B

- B b i b .
25 Z i analoagele obtinute prin permutiri circulare § = & 812n C\ c512n A.

A A

si deci S =

=
o
=
o
(o]

)Er————-—-
|
I

!
!
I
1
I
I
It
A

@
Y]
O

a) Fig. 8 b)

Asadar _besin A casin B absin C

S
2 2 2

Aria unui triunghi este egald cu jumatatea produsului a doud laturi inmultit
cu sinusul unghiului dintre ele.

Scriem aria triunghiului ABC sub forma

_absinC _ab .. C C \/(P—a)(P—b) plp—c) _
"0 T . e T T DI
si am obtinut
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cos A
sin A

5
care devine, via a), 2R (1 + -R-) =2(R+r).

3. Bisectoarele triunghiului ABC intersecteazi cercul circumscris in punctele 4, B, C'. 83

b) Avem: actgA = 2Rsin A- = 2R cos A §i deci membrul stang se scrie 2R(cos A+cos B+cos C),

se arate ca:

a) AA'-B'C' + BB'- A'C' + CC' - A'B' = 4pR;

) ‘—S'-f‘%c—' = ;i, unde Sy pior este aria triunghiului A'B'C'.
T
A R. a) Exprimdm segmentele care apar in membrul sting al relatiei in

functie de R si unghiurile triunghiului ABC. In triunghiul AC A4’ (fig.
10) avem p(ACA') = §p(ABA’) = 5(20 + A).

¢ Teorema sinusurilor aplicata in acest triunghi ne da
AA’ = 2Rsin E;;é
2 In triunghiul 4’B'C’ avem All= %p(m’) = %(B + C), iar teorema
' sinusurilor B'C" = 2Rsin 5 ;— G = 2R cos g

Fig. 10 . _
Membrul stang devine:

ZAA’.B’C' - 4Rzzsin A+22C cos g = 2R22(sin B+sin C) = RZ(b+c) = 4pR.

'l Al o3 AI B
b) Avem: Sapc = A8 A20 ok % -2R cos % - 2R cos o cos g = 2R? cos %cos gcos -g—
£ _abc .o ! ] : AR B NE
Pe de alta parte S = m- 2R?sin Asin Bsin C, v = 4Rsin 5 sin o sin o
SAIBICI - E

Acum gasim ugor ca 5 o

Razele cercurilor exinscrise 7, 73, 7.

Fie ABC un triunghi oarecare. Am considerat cercul inscris In acest triunghi tangent laturilor sale.
Existd cercuri tangente la o laturd a triunghiului ABC si la prelungirile celorlalte doud. Cum sunt trei
laturi ale triunghiului, vom avea trei astfel de cercuri. Ele se numesc cercuri exanscrise triunghiului
ABC. Raza cercului exdnscris tangent laturii [BC] si prelungirile laturilor [AB] si [AC] o notdm prin 4.
Centrul acestui cerc se obtine la intersectia bisectoarei interioare a unghiului A cu bisectoarea exterioara
a unghiului B (sau C). Analog avem razele 7y, .

Teorema. Intr-un triunghi ABC razele cercurilor exinscrise sunt egale cu

Ta = Ty = — Te =

p—a’ p—>b’ p—c

Demonstratie. Bisectoarea interioara a unghiului A se intersecteaza cu bisectoarea exterioara a un-
ghiului B in punctul I, (fig. 11). Acest punct se afla la egald distantd de dreptele AB, AC, BC. Daci
A', B, C' sunt proiectiile acestui punct pe BC, AC si respectiv AB avem I,A' = I,B' = I,C' =r,.
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Deci existd un unic cerc de centru I, care trece prin punctele A’, B’,

1 gi este tangent unei laturi a triunghiului ([BC]) si prelungirilor
celorlalte doud ([AB], [AC]). Pentru determinarea razei r, a acestui
cerc utilizam egalitatea de arii

¢ = SABI, + SAct, — SBcI, sau
c'Ta ,b:Ta a-Tq

5= 2 2 = D) sau ;
Ssb’i-_;;gra sau incd S = (p — a)ry, iar de aici S

Observatie. Prin permutdri circulare se obtin §i 7y, 7e.

Probleme propuse
Functiile trigonometrice ale unghiului pe jumatate
1. Sa se arate cd daca in triunghiul ABC avem:

1) sinAsin B = 3sin® g, atunci a + b = 2c;

B A
2) sin g cos® n sin -gi cos® X atunci triunghiul este isoscel;
C B
3) (p— b)ctg?z- = ptgi, atunci triunghiul este isoscel;
4) /p(p—a) + +/(p — b)(p — ¢) = V2bc, atunci A = g—
2. Daci in triunghiul dreptunghic ABC (A = g) avem tgg = 2tg%, atunci 2a = 3Vc.

3. S& se arate cd intr-un triunghi oarecare ABC avem relatiile:
g A o B o C
cos’ = cos*— cos®—

2 2 . & .2 A . 2 B 510
1) = + 2 BEATAP” ) 2) (b+ c)sin 2+(c—i—a)sm 2+(a-§-b)s1n 5 =P

Aria unui triunghi. Razele R, 7, 74

0. Problemele 1) — 10) se referd la ABC triunghi.
1) Dacd AC =2, AB =4, A=30° atunci § =2.

2) Dacid S =15, AB =6, AC = 10, atunci sin4 =
3) Daca S=17, AC =2, A=30° atunci AB = 14.
4) Daca AB =3, AC =4, BC =5, atunci h, = %

5) Dacd A = 90°, B =40°, BC =8, atunci § = 8/3.
6) Daci A = 90°, atunci 25 = a?sin Bsin C.
7) Daca AB =6, AC =8, BC' = 10, atunci § = 24.
1
8) Dacd sin A = 3 sinB =1, BC =4,, atunci S = 8/3.
9) Dacd AB =13, AC = 14, BC = 15, atunci calculati h,.
10) Daci ¢ = 6, B = 30°, atunci h, = 3.
11) Daca ABCD este paralelogram si AB =6, AD =8, ADC = 135°, atunci S = 24+/2.
12) Dacd ABCD este dreptunghi gi AC = 10, A = 30°, atunci S = 2V3.

B =

13) Si se arate ci intr-un patrulater convex suma p&tratelor laturilor sale este cel putin de
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D B2
a”+b
patru ori aria sa | Vab < 5

14) Dou# drepte perpendiculare pe céte doud laturi opuse ale unui patrat de latura unu 1l
impart in patru dreptunghuri. Si se arate c# ariile a dous dreptunghiuri sunt cel mult 1
(Fie S1, S, ariile dreptunghiurilor de laturi z, y §i 1—z, 1—y. Atunci 515 = z(1-z)y(1—y) <
= % = min(S},92) < é Analog S3, S4.)

1. Rezolvati triunghiul ABC in cazurile:

1)a=3,b=6,0=%; 2)A=g,c=§,b=5; 3) a =14 V3, b=+6, c=2.

2. SAi se calculeze aria triunghiului ABC in cazurile:
1l)a=5¢=8, B= 2)a=4, b=>5 ¢c=6;

3

3;
™ o ™ T
3)b—9,A—'§,C—ﬁ, 4)0—6,C—§,A—Z.
3. Sa se arate ci daca in triunghiul ABC avem relatia
czctg—g— =48, atunci triunghiul este isoscel.
4. S3 se arate ci In oricare triunghi ABC avem relatiile:

1) S =2R%sinAsinBsinC; 2)r=(p— a)tgé;

2
A .-B_C ; : 2
3) p—4]1’,;:1oe,§cos§cos—2—,Z t.l)j—a—4Rcos§sm—2-smE,
SaE _L. sin i P . -
5) 3 sin 5 1 7 6) SonA- BRI 7) > actgA = 2(r + R).

5. Sa se arate ci in oricare triunghi ABC si triunghiul ortic asociat au loc egalitatile:
S S [Jcos A

. " - :
1) 5 2]JcosA; 2) 7 [[sinA
6. Sa se arate ci in oricare triunghi ABC avem relatiile:
TaTpTc TaTdTc 2ryTe
Lr= 5—3  2) S =/TTaTiTc; 3) rat+rptre=7+4R; 4)r=———; 5)hg=—";
P E TaTh Ty + Te
2
a 1 Loyl 1 ha + hy
6 E — =4 R); 7 = p%; —=—t———; 9 2 = 6.
) Ta (r+ R); ) Xraro=p%  8) o ks o Biooe et )2 ~ 6

7. Intr-un triunghi ABC avem:

1> Ryn Gftuii eoigere iy : hife
1);=E;+h—b+h—c—g+r—b+r—c, 2) raTyTe = PS, TaTpTer =S% 3) S=2R stnA.

4) § = % /amlom —ma)(om — 7)o~ 72), undle s = 5 3.

8*. (Formula lui Pick) Fie P un poligon laticial. Pentru fiecare punct laticial p din interi-
orul sau frontiera poligonului notdm a, unghiul de vizibilitate al poligonului P din p. Daca
p € IntP, atunci a, = 2m. Dacd p apar{ine frontierei, p diferit de varfuri, atunci ¢, = 7,
iar daca p este varf al poligonului, atunci a, este chiar unghiul intern al poligonului. Fie
1 ¢

W=§;Zap. Atunci W=S=z+§—1.

Verificati egalitatea pentru dreptunghiul de laturi m = 3, n = 4, avand laturile paralele cu
axele de coordonate.

Verificati egalitatea pentru triunghiul dreptunghic de catete m = 3, n = 4, avand catetele

paralele cu axele de coordonate.
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Inegalitégi intr-un triunghi

1. 84 se arate ca in oricare trlunghl ABC au loc inegalitatile:

1) HcosAS —8-; 2) Zsm -2— > % 3) Zsm2A§ ZsmA; 4) Htgg < %;

A 2 2
5) ) tgAtgB >9;  6) Zt_g-Q—zgﬂtg—-; 7)Y (p—a)’> %-; 8) %gztjgzp?;
9) Zra >9r; 10) Zara >89 11) Z— > -T-c) SHsing;

R _(a+b)(a+c)(b+c). m2 9

13) ¥ i T 3 14) —_>- :bg _:CZ & g; 15) E :haf 97; 16) ha < /p(p — a);
2 a a & «

17) sin — < Wi tgg £ 2ha; 18) daci a+ b < 3¢, atunci tgatgg < 3"

REZUMATUL CAPITOLULUI

Notiuni si Formula matematica Reprezentare
rezultate
- =

Produsul scalar al vectorilor | -3+ _ 0, a =0saub =0 =
—_ —_ = —
a,b notat @b, este un |a||b|cos<p, a,b #0 P R
numar real. B—e

N

a

i

TAO0sib#£0, 3h =0 0 b
@lb daci si numai dacd
C
Teorema cosinusului intr-un | a? = b® 4 ¢® — 2bccos A b 4
triunghi ABC de laturi
BC =a, AB =c¢, AC =b. A C B
A
2, .2\ _ 2
Lungimea medianei intr-un | m2 = &'{'Z)—a_ % \ma\P
triunghi
2v/b
Lungimea bisectoarei e = Voe p(p —a)
i ki ! b+c
intr-un triunghi
O = R? — abe
a+b+c
Distante remarcabile intr-un | OH? = 9R? — (a® + b* + ¢?)

triunghi

351



Relatia lui Stewart AB?.DC - AD?.BC + AC?-BD = A
| =BD-DC-BC

B D C
A
Relatia lui Leibniz MA? + MB?+ MC? =3MG?*+GA*+
+GB? + GC?

gz Siqebf &
sinA sinB sinC
a=2Rsin A, b=2Rsin B,
c=2RsinC

2R

Teorema sinusurilor

~ha _ b-hb_c-hc

Formule pentru aria Sa unui | § = &
. - 2 2 2
triunghi ABC G absinC _ besinA _ acsinB
Hep B E o . 2
S=vap-a)p-0r-9
(Heron), p= (a+b+c)/2

Razele cercurilor R=—,71=— 7= 3
circumscris, inscris,
exinscris, in triunghiul ABC

Functii trigonometrice ale sin% = \/ p= bl)’(p =
unghiului pe jumitate % - ac)
e R0
2 be

Teste de evaluare

Testul 1

1. Fie ABCD paralelogram, cu AB =@, BC =b. Ar#tati ca:
(@+b)%+ (@—b)%=2(@*+ b°) si interpretati geometric rezultatul.
2. Ar#tati ci dacd in triunghiul ABC, medianele din A si C sunt perpendiculare, atunci
a? + ¢ = 5b%, a,b,c fiind lungimile laturilor triunghiului ABC.
3. 1) Aritati cd in orice triunghi are loc relatia:
cosB—cosC+cosC—cosA+cosA—cosB a.+b+c.

P 7= e =0, unde p= 5

V3

2) Aritati ci daci in triunghiul ABC, b? — ¢ = 2%, atunci cos A > -

4. Ar#tati ci triunghiul in care lungimile a dou# bisectoare sunt egale este isoscel.
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5. Prin mijloacele laturilor unui patrulater se duc perpendiculare pe laturile opuse. S3i se
arate ca daca trei dintre aceste perpendiculare se intersecteazi intr-un punct, atunci sia
patra perpendiculari trece prin acelasi punct.

6. S3 se arate cd intr-un triunghi ABC are loc relatia:

A-B
o € 3 (teorema tangentelor)
a+b . A+B & :
tg )
sin B + cos C
7. - - ~ 3 . -~ = -
Aratati ca triunghiul ABC in care tgB s B anC este dreptunghic.

8. SA se arate ca daca hg, hpy, he sunt Tnaltimile unui triunghi, iar r este raza cercului inscris
in triunghi si verifica relatia h, + hy + he = 97, atunci triunghiul este echilateral.

9. Si se arate ca in triunghiul ABC are loc inegalitatea:
1 1 1

B
p—aP 0P oo - 7
unde 7 este raza cercului inscris in triunghi.

10. Prin punctul R situat in interiorul triunghiului ABC, se duc trei drepte paralele la
laturile triunghiului. Ariile celor trei triunghiuri sunt, respectiv, egale cu a?, b? si c®. Si se
determine aria triunghiului ABC.

11. Daci 9z2 + 16y® + 1442? = 169, atunci aritati max (6z — 4y + 242) = 39. (W (3z,4y,122),
v(2,-1,2) si W -V < || |7].)

Testul 2

1. Fie ABCD un paralelogram in care [AC] este diagonala cea mai mare, FE, F proiectiile
punctului C pe dreptele AB si AD.
Stabiliti relatia AB - AE + AD - AF = AC>.
2. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N situate pe laturile (AC) si respectiv (AB).
Aritati cid BC?+ MN? = BM? + CN? & m(A) = 90°.
3. 1) Aritati cd in orice triunghi are loc relatia:
(a+b)cosC+ (b+c)cos A+ (c+a)cos B =0.

2) Daca a = 2bcos C, atunci triunghiul este isoscel.
4. Pe un cerc se considerd doua puncte oarecare A, B. Din A se duce perpendiculara AC
pe tangenta in B la cerc. Si se arate ci AB%? = 2R - AC. Dat;i solutie vectoriali si sintetici.

5. In patrulaterul ABCD, fie M mijlocul diagonalei [AC], iar N mijlocul diagonalei [BD]. Sa
se demonstreze relatia lui Euler

AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD? + 4MN2.
6. Aratati cd dacd in triunghiul ABC avem, a + b = 3¢, atunci ctggctgé = 2.

2
sin B +sinC
—————— ested t hic.
cos B + cosC SESIEIng e

8. Fie ABC un triunghi, iar O centrul cercului circumscris lui. S3 se demonstreze inegali-
tatea OA + OB + OC > 2(0A; + OB, + OCh).
9. S& se arate cd pentru un triunghi ascutitunghic ABC are loc inegalitatea

7. Aratati cad triunghiul ABC in care sin A =

353



10. Pe laturile [BC], [CA], [AB] ale triunghiului ABC se iau punctele A4;, B si respectiv C;,
S3 se arate ci aria unuia din triunghiurile AB,C,, A;BC, A1B;C nu depasgeste 1 din aria
triunghiului ABC.

N i 2p91 301 D76, ) 2 ¥
11. Utilizand graficele y = sinz si y = = aratati ca sinz > —E, T € (0, g) Daca ABC este
T
triunghi ascutitunghic, atunci sin A +sin B +sinC > 2.

Testul 3

1. Aratati cd patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca
—_— — _— — —_— — —_—
AB-AD+BA-BC+CB-CD+DC-DA=0.
2. Aratatica G E}:e centrul de greutate al triunghiului ABC dacd si numai daca
— — P —— —
AB? + BC? + AC? = 3(GA? + GB? + GC?).
3. S& se determine forma triunghiului ABC pentru care are loc egalitatea BC - GA + AC.
— —
GB+ AB-GC = F, unde G este centrul de greutate al triunghiului.

4. In cercul de razi R se inscrie triunghiul ABC cu AB = ¢, BC = a, AC = b. Si se calculeze
distanta de la centrul O al cercului circumscris pana la varful D al paralelogramului ABCD.
5. Intr-un cerc se inscrie patrulaterul ABCD, diferit de trapez, ale cirui diagonale se taie in
M. Prin punctul P, mijlocul laturii [AB] se duce dreapta PM, iar prin punctul @, mijlocul
laturii [BC], se duce dreapta QM. Aratati cd dacd PM LCD, atunci QM LAD.

6. Ardtati cd in triunghiul ABC are loc egalitatea:
b
9+E cosA+(E+g)cosB+ 2+— cosC =3
Gioh a c b a
B

b
7. Daca in triunghiul ABC, tgi ~—

8. Aritati cd intr-un triunghi ABC are loc inegalitatea:

a b c A B C
- 1-— 1-— < sin — sin — sin —.
(1 b+c)< a+c)( a+b>_51n251n2s1112

9. 1) In triunghiul ABC, medianele [AD] si [BE] sunt perpendiculare. SX se arate ci avem:

2
ctgA + ctgB > 3

2) Daca aria trapezului este egald cu 2, iar suma diagonalelor sale este egald cu 4, atunci
diagonalele sunt perpendiculare.

10. Varfurile triunghiului B;B;B;3 se afld pe laturile triunghiului A;A;A4; (B; € [A243),
B; € [A3A,]), iar varfurile acestuia din urmi sunt situate pe laturile triunghiului C;C»Cs
(A; € [CyCs), As € [C1C5)). Stiind ci laturile triunghiului C,C>C3 sunt paralele cu laturiie
triunghiului B;B3B3, sd se determine aria triunghiului A;AsA43, daca se cunosc ariile tri-
unghiurilor B;ByB3, C1CyC3.

11. S3 se demonstreze inegalitatea sin2 + cos2 + 2(sin1 — cos1) > 1.

= atunci triunghiul este dreptunghic.

B i 1 :
12. Arstati cd e (a%b — b%a) = 1 (a =sina, b= cosa).
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15. Fiecare din cele trei drepte impart un triunghi in parti echivalente (de arii egale). Si se
arate cii partea din figurs, cuprinsa in interiorul triunghiului delimitat de cele trei drepte,

are aria cel mult 1 din aria intregului triunghi.

16. Se da triunghiul ABC. Pe laturile [AB] si [BC] se iau punctele M si respectiv N, astfel
incat AB = 5AM si BC = 3BN. Segmentele [AN] si [CM] se intersecteazi in O. S3 se deter-
mine raportul dintre ariile OAC si ABC.

Testul 2. '

1. S& se arate ca are loc egalitatea z, (y) + v, (2) & z,(z) = z,y(z) + v, 2(z) + 2,z(y), unde z, y, 2

sunt cifre. . gl
2. a) Se considera functia f, : R — R, Tm(z) = = tTmnz -+ 1—_ ::, m # 1. Aratati ca graficele

functiilor trec printr-un punct fix.

b) Determinati parametrul m, dacd punctul A(2,5) apartine graficului lui f,.

c) Pentru m = 2, reprezentati grafic functia f, si apoi restrictiile acestei functii la
multimile:
{-1,0,1,2,3}, [-1,1], (—o00,1], (3,00).
3. Fie (an)n>1 0 progresie aritmeticd. Aratati cd daca termenii ay, a;, am, a, sunt in progresie
geometricd, atunci numerele k£ — [, | — m gi m —n sunt in progresie geometrica.
4. S3 se determine parametrul m € R, pentru care ecuatiile
222 — (3m 4 2)z + 12 =0, 42% — (9 — 2)z + 36 = 0 au o ridicind comuni.
5. S& se determine m € R, astfel incat functia f: R — R,
fz)= { iﬁ:?nn;’_x;jz 2 meR s4 fie strict monotoni.
6. Fie [AB] si [CD], doud coarde perpendiculare ale unui cerc cu centrul in O. Daci
ABNCD = {P}, sa se arate ca PA+ PB + PC + PD = 2PO.
L\Fie M un punct in planul triunghiului ABC. Bisectoarele unghiurilor B/AR’, CMA si
AMB intersecteaza pe [BC], [CA] si [AB], respectiv in A;, By, C;. S& se arate cid AA;, BB,
CC; sunt concurente.
8. Aritati cid tg20° + 4cos70° = /3.
9. a) Aratati ca dacd ABC este un triunghi dreptunghic in A, atunci bsin 2B + ccos 2B = c.

10. Prin varful A al triunghiului ABC se duc doua ceviene, care formeazi unghiuri egale
cu laturile [AB] si [AC] si intélnesc latura [BC] in M si N.

BM BN _AB?

CM CN  AC?

11. Intr-un triunghi dreptunghic, se dau aria sa, S si unghiul ascutit @. Determinati
distanta de la centrul de greutate la ipotenuza.

o

Aratati ca

12. Se consider# trei vectori nenuli @, b, ¢, oricare doi necoliniari. Determinati suma lor,
daci (@ +b)|[c si (b+79)|[a.
13. In triunghiul ABC se considera mediana [BD], m(DBC) = 90°,

J3

BD = —;AB. S& se determine m(m)
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14. Fie ABC un triunghi, iar M un punct pe una din laturile sale. Prin M ducem paralele la
celelalte doua laturi ale triunghiului. Fie Sy, S5 ariile celor dous triunghiuri astfel formate,
iar S aria triunghiului ABC. Aritati c& 2(5) + S2) > S.

15. Se dau 9 puncte in interiorul unui pitrat de laturi 1. Si se arate ci se pot alege trei

puncte dintre acestea, care si formeze un triunghi de arie cel mult %

16. In triunghiul ABC se ia punctul K pe latura [AB] astfel incat g_I]g = % si punctul L pe

[BC], astfel incat g—; = 2. Fie ALNCK = {Q}. Determinati aria triunghiului ABC, dacj aria
BQC este egala cu 1.

Testul 3.

1. Aratati cd nu existd numerele reale z,y, z, astfel incat z2 < 2y—1,92<22—1, 22 < 2z —1.

2. Determinati o funciie avand ca grafic segmentul [4AB], unde A(-1,3), B(2,1) si ardtati ca

punctul C (— %) apartine graficului acestei functii. Trasati graficul si determinati f ([-1,2)).

3. S& se giseascd primul termen a; si ratia r ai unei progresii aritmetice (@n)n>1, dacd
as —ag +aq4 = —7 si ag — a7 = 2a4.
a)a;=-5r=2b)ay=-4,7=3;c) a1 =—4,r=4;d) a, =5, r=2.

(ADMITERE, BRASOV, 2000)
4. Ecuatiile z* — 3mz + 2m = 0, mz? — 3z + 2m = 0 au aceleasi ridscini, daci:
a)m=-1;b)m=1;¢c)me (0,1);d) m>3;e) m=2.
5. Punctele fixe ale familiei de parabole y = mz? — (8m — 1)z — 1, m € R* sunt:
a) A(1,0), B(7,6); b) A(0,1), B(7,6); c) A(0,1), B(6,7);
d) A(1,0), B(2,3); e) A(2,3), B(7,6).
6. Fie patrulaterul ABCD, iar I mijlocul lui [AC], J mijlocul lui [BD]. Si se arate ci:
1) 2TJ = AB+CD = AD + C_B’; 2) Ce devine patrulaterul ABCD daci [ = J?
7. Fiecare din diagonalele [AD], [BE], [CF] ale hexagonului convex ABCDEF imparte
hexagonul in doud poligoane echivalente (de arii egale). Aritati ¢ AD, BE, CF sunt
concurente. :
8. Aritati ci sin’z +sin?y + cos(z +y) cos(z — y) =1, Vz,y € R.
9. a) Aratati cd triunghiul in care sin A = 2sin BcosC este isoscel.
b) Aratati cd triunghiul ABC, in care (1+ tgB)(1 + tgC) = 2 este obtuzunghic.
10. Fie unghiul zOy. Prin punctul fix de pe bisectoarea acestui unghi se duce o dreapta
care taie laturile in M gi N. Si se arate ca ﬁ + 01N este constant.
11. In paralelogramul ABCD se dau M ¢ [BC], BM , N € [DC], ——E = %, AM
AN =b. Exprimati vectorii AB, AD, MN si BD in funcgle de a sib.

12. In triunghiul ABC, N € [AB], AN = 3NB, mediana [AM] taie pe [CN] in O. Determinati
AB, dack AM = CN =7, m(NOM) = 60°.

13. Fie ABC un triunghi oarecare. Prin punctul M din interiorul triunghiului, ducem
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paralele la laturile sale. Se formeazd trei triunghiuri care au laturile paralele cu laturile
triunghiului dat. Notam cu 51,52, S3 ariile acestor triunghiuri, iar cu S aria triunghiului
dat. S3 se arate ci 3(S; + S22+ 53) > S.

14. Dous indltimi ale unui triunghi sunt egale cu 12 si 20. Aratati ca a treia inaltime este
mai mica decat 30.

15. Care este perimetrul cel mai mic pe care il poate avea un poligon convex cu 12 laturi,
daca varfurile lui sunt noduri ale unei retele de patratele de latura 17

16. Punctul K imparte mediana [AD] a triunghiului ABC in raportul 2—11;- = 3. In ce raport

imparte dreapta BK aria triunghiului ABC?
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