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Cap.I MATRICEMATRICE

Vârsta
Secţia

sub 30 ani 30 - 39 ani 40 - 49 ani 50 - 59 ani peste 60 ani

1 5 2 3 2 1
2 3 3 4 5 0
3 10 6 2 4 2

Utilitatea unui astfel de tabel constă în faptul că datele sunt prezentate într-o formă organizată, orice informaţie găsindu-se mai
uşor decât dacă statistica ar fi constat într-o simplă enumerare.

Astfel, dacă dorim să aflăm numărul salariaţilor secţiei a treia, facem suma elementelor din linia a treia a tabelului.
Dacă dorim să aflăm numărul salariaţilor din întreprindere care au vârsta cuprinsă între 30 şi 39 de ani, facem suma

elementelor din coloana a doua a tabelului.

Noţiunea de matrice stă la baza algebrei liniare. S-a ajuns la conceptul matematic de matrice printr-un proces de abstractizare,
pornind de la tabelele de tip matriceal.

Prin tabel de tip matricealPrin tabel de tip matriceal îînnţţelegem un tabel dreptunghiular de numere reale sau complexe.elegem un tabel dreptunghiular de numere reale sau complexe.

Un astfel de tabel apare în lucrarea unui matematician chinez cu două secole înaintea erei nostre
(în legătură cu rezolvarea unei probleme ce conducea la un sistem liniar). Termenul de matrice a fost introdus abiaTermenul de matrice a fost introdus abia îîn 1850,n 1850,
de către matematicianul James Joseph SylvesterJames Joseph Sylvester (1814 - 1897).
Aplicaţiile matematice ale matricelor sunt legate de sistemele liniare şi de transformările geometrice.
In acelaşi timp, matricele au aplicaţii în domenii variate cum sunt: teoria comunicării, analiza vibraţiilor corpurilor în mişcare,
grafica pe calculator etc.

TABELE DE TIP MATRICEAL.  MATRICE. MULTABELE DE TIP MATRICEAL.  MATRICE. MULŢŢIMI DEIMI DE
MATRICEMATRICE

Vom considera mai întâi câteva exemple de tabele de tip matriceal.
Tabelele de tip matricealTabelele de tip matriceal (tabele cu dublă intrare) aparapar în situaţii în care este necesară o clasificareo clasificare a unor date numericea unor date numerice după douădupă două
criterii.criterii.
Exemple. 1.Exemple. 1. într-o întreprindere care are 3 secţii se face o clasificare a personalului pe grupe de vârstă, completându-se un tabel matriceal de
tipul următor:
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EX.2.EX.2. Este util să cunoaştem distandistanţţele ce existăele ce există îîntre oricare două capitale europenentre oricare două capitale europene.
Pentru uşurinţa căutării, aceste distanţe se pot organiza sub forma unui tabel matriceal.
Iată un fragment dintr-un astfel de tabel:

Amsterdam Atena Belgrad Berlin

Amsterdam 0 2821 1764 659
Atena 2821 0 1040 2316
Belgrad 1764 1040 0 1276
Berlin 659 2316 1276 0

Distanţa în kilometri dintre localităţile X şi Y poate fi găsită la intersecţia liniei corespunzătoare lui X cu coloana corespunzătoare lui Y.

EX.3.EX.3. Forma generală a unui sistem liniar de două ecuasistem liniar de două ecuaţţii cu două necunoscuteii cu două necunoscute este:








feydx

cbyax

Coeficienţii necunoscutelor formează tabelul de două linii si două coloane

Adăugând şi coloana termenilor liberi se obţine tabelul cu două linii si trei coloane
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cba care determină în mod unic sistemul.
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Dacă dorim să dăm forma generală a unui sistem liniar cu mm ecuaecuaţţiiii şşii nn necunoscutenecunoscute (notate xx11,x,x22, ...,x, ...,xnn),),
trebuie căutate notanotaţţii convenabileii convenabile pentru coeficienţii necunoscutelor şi pentru termenii liberi.

Vom nota coeficienVom nota coeficienţţii cu doi indici,ii cu doi indici,primulprimul arată din a câta ecuadin a câta ecuaţţie face parte coeficientulie face parte coeficientul, iar al doileaal doilea indice arată necunoscutanecunoscuta
căreiacăreia îîi corespunde coeficientuli corespunde coeficientul considerat.

Scriem astfel sistemul sub forma:
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

...

2211

22222121

11212111

aa1111 aa1212 …… aa1n1n

aa2l2l aa2222 …… aa2n2n

…… …….. …… ……

aam1m1 aam2m2 …… aamnmn



Prof:Ciocotişan Radu

DefiniDefiniţţiaia matriceimatricei
Fie m şi n, două numere naturale nenule.
Se numeşte matricematrice de tipde tip (m, n)(m, n) cu elemente complexe, orice funcorice funcţţieie AA : {1, 2, ..., m: {1, 2, ..., m}} x{1, 2, ..., nx{1, 2, ..., n}} C.C.

Domeniul de definţie este D= {(i,j) | i    {1, 2, ..., m},  j      {1, 2, ..., n}}.
Oricărei perechi (i,j)    D(i,j)    D, îi corespune prin funcţia A, un număr complex A(i,j),A(i,j), pe care îl notăm aaijij

 



O matrice de tip (m, n) se scrie sub forma





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


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

mnmm
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n
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aaa
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A

...

............

...

...

21

22221

11211

Elementul aaijij este situat la intersecintersecţţia liniei i cu coloanaia liniei i cu coloana j.j.

 
nj
miijaA



1
1

Se folosesc şi notaţiile sau
A = (aij).

O matrice de tip (m, ri) este numită şi matrice cu m linii şi n coloane.

• Mulţimea matricelor de tip {m, n) cu coeficienţi complecşi se notează MMm,nm,n(C)(C) sau MMmxnmxn(C).(C).
Analog se definesc mulţimile MMm,nm,n(R)(R) (mulţimea matricelor cu m linii şi n coloane cu elemente reale), MMm,nm,n(Q)(Q) (mulţimea matricelor cu m linii şi n
coloane cu elemente raţionale), MMm,nm,n(Z)(Z) (mulţimea matricelor cu m linii şi n coloane cu elemente întregi).
Între aceste mulţimi de matrice există relaţiile evidente:

)()()()( ,,,, CMRMQMZM nmnmnmnm 
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DefiniDefiniţţie:ie: Fie matricele

qj
piijqp

nj
miijnm

bBCMB

aACMA

,1
,1,
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,1,
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)(),(


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






Spunem că matricele AA şşii BB suntsunt egaleegale dacă :
m=p, n = q (adică matricele sunt de acelamatricele sunt de acelaşşi tipi tip) şi aaijij = b= bij,ij, pentru orice pereche (i,j) cu i {1, 2, ..., m} şi j {1,2,...,n}, 

TranspusaTranspusa unei matriceunei matrice
Unei matrice

 putem să-i asociem o nouă matrice numită transpusatranspusa luilui AA şi notată

nj
miijnm aACMA
,1
,1, )(),(
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)(, CMA mn
t 
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Astfel dacă: atunci:




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
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Observăm că matricea transpusămatricea transpusă,se obse obţţine din matriceaine din matricea AA , transformând liniiletransformând liniile îîn coloanen coloane
Exemplu:Exemplu:




























654

321

63

52

41

AA t

ObservaObservaţţie.ie. Pentru transpusa matricei A se foloseşte şi notaţia A*.
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Cazuri particulare de matriceCazuri particulare de matrice

O matrice de forma: se numeşte matrice liniematrice linie sau vector linie.vector linie.),...,,(),( 11211,1 nn aaaACMA 

O matrice de forma: se numeşte matrice coloanămatrice coloană sau vector coloanăvector coloană..





















1

21

11

1, ...
),(

m

m

a

a

a

ACMA

O matrice în care numărul liniilor coincide cu numărul coloanelor se numeşte matrice pătratămatrice pătrată

MulMulţţimea matricelor pătrate de ordinul nimea matricelor pătrate de ordinul n cu elemente complexe se notează cu MMnn(C).(C).
Analog, se folosesc notaţiile MMnn(R), M(R), Mnn(Q), M(Q), Mnn(Z)(Z) pentru mulţimile de matrice pătrate de ordinul n cu elemente reale,
raţionale sau întregi.

Pentru

diagonala principalădiagonala principală este formată din elementele aa1111;;aa2222;;……;;aannnn ,şi

diagonala secundarădiagonala secundară este formată din elementele aa1,n1,n;;aa2,n2,n--11;; ......;;aan,1n,1

)(),( ijn aACMA 
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Notăm :   nnaaaATr  ...2211 ““urmaurma ““matricei Amatricei A

( din engleză: trtrace=urmă)
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O matrice egală cu transpusa eiO matrice egală cu transpusa ei se numeşte matrice simetricămatrice simetrică

Exemplu:Exemplu:
  104321

4444

4333

4322

4321


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
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Exemplu:Exemplu:

AAAşiA tt 
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
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EXERCIŢII DE INIŢIERE
1.)1.)  Următorul tabel matriceal (completat numai parţial) sintetizează numărul de piese de trei tipuri realizate într-o zi în cele două secţii ale unei
întreprinderi. Completaţi toate rubricile tabelului.

Piese tip A Piese tip B Piese tip C Total

Secţia 1 20 25 70

Secţia 2 15 60

Total 150

2.)2.) Aflaţi valorile lui x, y e R cu proprietatea:

11

11

2

1
b)

31

0

1

01
) 2

22


















 




















yy

xxxy

yx

x
a

3.)3.) Se consideră matricea


















952

613

021

A
a) Care sunt elementele diagonalei principale ?
b) Care sunt elementele diagonalei secundare ?
c) Aflaţi urma matricei.
d) Scrieţi transpusa matricei.

4.)4.) Aflaţi numerele a, b, c, d e Z ştiind că matricea


















dcb

aA 65

421 este egală cu transpusa ei, iar urma matricei A este 10.
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PROBLEME ♦ PROBLEME ♦ PROBLEME

1.)1.) Pe o şosea rectilinie sunt aşezate patru localităţi A, B, C, D ca în figură.

--------------I---------------I-------------------------I--------------------I---------------------
A B C                            D

Următorul tabel matriceal sistematizează distanţele (măsurate în kilometri) între oricare două localităţi din mulţimea A, B, C, D. Tabelul a fost completat parţial.
A B C D

A 0 10

B 30

C

D 60

Completaţi toate rubricile tabelului.

2.)2.) Se consideră matricea

a) Care sunt elementele diagonalei principale ?

b) Care sunt elementele diagonalei secundare ?
c) Aflaţi urma matricei.
d) Scrieţi transpusa matricei A.

jiaaAZMA ij
j
iij 

 2;)(),(

31
313

3. )3. )  Se dă sistemul liniar














02

142

33

yx

zyx

zyx Scrieţi matricea coeficienţilor şi matricea termenilor liberi.

4.)4.)  Se consideră matricele:

)(

2

2

2

Bşi)(

1100

0110

0011

1,34,3 RMRMA 


































Alcătuiţi sistemul de ecuaţii liniare cu necunoscutele x, y, z, t care are matricea coeficienţilor egală cu A şi matricea termenilor liberi egală cu B



Prof:Ciocotişan Radu

5.)5.) Aflaţi x, y, z e R cu proprietatea
403

1 22
























yx

zyyx

yx

yx

7.)7.) Aflaţi valorile lui a, b, c pentru care
matricea

6.).6.). Aflaţi x, y, z, u e C cu proprietatea 1

2

2


















 
uzu

iyx

iz

iix

este egală cu transpusa ei.

















6

54

321

cb

a

8)8).. Scrieţi matricele AA şi B =B = ttAA dacă matricea    3,2,1;2,1cu);(),(3,2  jiiaaAZMA ijij

9) .9) . Se consideră matricele A,BA,B ee MM44(Z)  ,(Z)  ,    


















ji,1-

ji,0

ji,

;

;
4,14,1

i

bija

bBaA

ijij

jiijjiij

a) Aflaţi urmele celor două matrice.

b) Stabiliţi dacă matricele sunt simetrice.
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10.10. Câte matrice patratice de ordinul al doilea au elementele din mulţimea {0,1, 2} ?
11.11. Câte matrice cu cinci linii şi şapte coloane au elementele din mulţimea {1,2, ...,10}?
12.12. Fie A eM3(Z), o matrice simetrică cu proprietatea că fiecare linie este o permutare a mulţimii {1, 2, 3}. Arătaţi că şi
diagonala principală a lui A are aceeaşi proprietate.


