3. Proprietatile determinantilor

Proprietatea 1. Daca A si B sunt matrice patrate de ordinul n, ne{2,3}, avem:| det(A-B) = detA-det.B.

Demonstratie. Demonstram proprietatea pentru cazul n = 2.

a b e f a bye f ae+bg af +bh
A= ,B= ; AB = = =
c d g h c dig h ce+dg cf +dh

det AB = (ae+bg)(cf +dh)—(ce+dg)(af +bh)= 9er5f/ + aedh + bgcf +bg%—/ceaé cebh — dgaf -ﬂg@\

det A-det B = 2 . . ;‘ = (ad —bc)(eh - fg)= adeh —bceh - adfa + befa
Retine ! det(A-B) = detA-det.B.
Determinantul produsului a doua matrice este egal cu produsul determinantilor.
Din formula de mai sus rezulté c& pentru orice matrice Aq,Ay, ..., Aje M,(C), unden € {2, 3}, avem:

det(A;- A, .- A)) = detA, « detA, «... « detA,,

Daca A=A,=.=A=A atunci:

det(Ak) - (detA)k unde k€ N*

Proprietatea 2. Daca A este o matrice patrata de ordinul n, ne {2,3}avem: | det A =det (tA)

Retine ! | Determinantul unei matrice patrate este egal cu determinantul transpusei sale.
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Observatie: Avand in vedere faptul ca detA = det ('A),
toate proprietatile ce se refera la liniile unui determinant se transcriu si pentru coloane.

Proprietatea 3
Daca elementele unei linii (sau coloane) ale unui determinant de ordinul 2 sau 3 sunt nule,

atunci determinantul este nul.

Proprietatea 4. Schimband doua linii (sau coloane) intre ele, determinantul si schimba semnul.

Proprietatea 5. Un determinant care are doua linii (coloane) egale, este egal cu zero.

Demonstratie. intr-adevar, daca schimbam intre ele cele doua linii (coloane) egale, determinantul nu se schimbg;
dar pe de alta parte, din proprietatea 4., determinantul isi schimba semnul.
Notand cu D, valoarea determinantului rezulta D = -D, de unde D =0

Proprietatea 6.
Daca toate elementele unei linii (coloane) ale unei matrice patrate A de ordin 2 sau 3 se inmultesc cu o

constanta k, atunci se obtine o matrice al carei determinant este :  k-detA. .

a, A, &| | & a
kan kazz ka23 =k Ay 8y 8y
Ay 8y g Ay 83 g

Observatie.

Relatia (1) arata ca putem scoate in fata determinantului un factor comun al unei linii (coloane).
Citita de la dreapta la stanga, relatia exprima faptul ca pentru a inmulti un determinant cu un numar, inmultim o singura linie (coloana)
cu acel humar

Proprietatea 7. Daca un determinant de ordinul 2 sau 3 are doua linii (coloane) proportionale,
atunci determinantul este nul.
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Proprietatea 8.
Daca elementele liniei k a unei matrice A = (&) sunt de forma a,;=h,; + ¢, atunci detA= detB + detC, unde cu B si C am
notat matricele ce se obtin din A fnlocuind linia k cu : (b4, by,,..., b)) respectiv cu (C,;, Css..., Cyp,)-

Ay A, A3 &, Qp Sy |8y B, ap
b21 + CZl b22 + CZZ b23 + C23 = b21 b22 b23 + CZl C22 CZS

Ay A Qg3 Ay 83 Qg |83 8y Gy

Thainte de a enunta ultimele doua proprietati, vom preciza unele notatii si vom defini notiunea de combinatie liniara a unor linii (coloane) ale
unei matrice.

* Pentru o matrice oarecare A € M, (C), A = (g;), vom nota cu L;, matricea linie alcatuita cu elementele liniei i:

si cu C;, matricea coloana formata cu elementele coloanei j: ajl Li = (a11 ai2 aln)
a.
J
C =|
J
ajm

Astfel, putem vorbi de adunarea liniilor sau inmultirea liniilor cu scalari,
intelegand prin aceasta, adunarea matricelor linie, sau inmultirea matricelor linie cu scalari.
Spunem ca linia i este o combinatie liniara a celorlalte linii, daca exista scalarii y Ao yeny ﬂfl_l, ﬂ'l+1 yuuny ﬂ‘n

cuLL=AL+ AL+ .. +4 L, +4 L +..+A4L,

Analog, pentru coloane.

De exemplu, pentru matricea avem L, =L, +2L, , adica linia a treia este o combinatie liniard a primelor doua linii.

RN
O P W
~N oo
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Proprietatea 9.

Daca o linie (sau coloana) a unei matrice patrate de ordinul 2 sau 3

este o combinatie linara a altor linii (sau coloane), atunci determinantul este nul.

Demonstratie. Vom justifica proprietatea pentru cazul matricei patrate de ordinul 3. Fie L,=pL,+qlL,

Determinantul este:

P2y, +0ay,
Crl)
A

pay, +0as;,
Ay,
Ay

Pay; + gas;
Ays
Ags

Pa,,
=| ay
Ay

pay,
Ay,
s,

Ultimii doi determinanti sunt nuli, pentru ca au cate doua linii proportionale.

Py,
Ays
Ags

das,
Ay,
Ay

das,
Ay,
As,

gas;
Ays
Ags

Proprietatea 10.

Daca adunam la o linie (sau coloana) o combinatie liniara a altor linii (coloane), atunci determinantul nu

isi schimba valoarea

Demonstratie. Consideram determinantul de ordinul 3 si presupunem ca se aduna la prima linie o combinatie liniara a liniilor a doua si a treia,
adica se inlocuieste L, prin L,+pL2+qL3 .

Determinantul obtinut:

se scrie ca suma dintre |21

ultimul determinant este nul,
pentru ca prima linie

este o combinatie liniara a celorlalte doua

A+ Pay +038; A, + Paxp T a3, Syt Pay; +(dsg
A A2 A3
A A A3
%2 % [pay TRy Pay T 03, Pl t O
& 8y 8y ¥ Ay A A
8y 8y ay oy Ga Bas

in particular, din ultima proprietate, rezulta:
» Daca adunam la o linie (sau coloana) suma celorlalte linii (sau coloane), atunci determinantul nu isi schimba valoarea.
» Daca adunam la o linie (sau coloana) o alta linie (sau coloana) Tnmultita cu un scalar, atunci determinantul nu isi schimba valoarea.
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¢ Probleme rezolvate.

1 1 1

1. Demonstrati ca:
a b cl= (b — a)(c — a)(c — b) determinant Vandermonde de ordinul 3
a®> b®> ¢’

Solutie.
Notam determinantul cu V. Pentru a-l calcula, scadem din coloana a doua si a treia, prima coloana,

(adica Tnlocuim coloana C, prin C,-C, si coloana C; prin C5-C,). Obtinem
1 0 0
V=|a b-a C-a si dezvoltdam dupa linial  ...... etc

a° b*-a®> c*-a°

x 1 1

2. Aflati numerele reale x cu proprietatea 1 x 1=0
1 1 x

Solutie. Ecuatia este de gradul 3, deci pentru a o rezolva este necesar sa descompunem membrul stang in factori.
Aplicarea proprietatilor determinantilor este utila in acest sens. inlocuim C, prin C,+C,+C,. Rezulta

x+2 1 1 111
D=|x+2 x 1=(x+2J1 x Y=..=(x+2)x-1f = x=-2,%=1%=1
X+2 1 X 1 1 X
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3. Calculati determinantii: a a a a b C 2a a+b a+c
D,=la+b 2b b+c;, D,=la+b 2b b+c; D,=|a+b 2b Db+c|

a+c b+c 2c a+c b+c 2c a+c b+c 2c
Solutie. 1 1 1 11

D,=da+b 2b b+c=aa b ¢=0 (am inlocuit L,prin L,-bL; si L;prinL;—cL,).

a+c b+c 2c a b c

a b c| |a b c
D.=la+b 2b b+c=b b bl=0 (am scazut prima linie din celelalte doua), deci D, = 0.

5= = =
a+c b+c 2c| |c c c

Observand ca D3 = Dl + D2 =0+4+0=0
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EXERCITII DE INITIERE 1 1 1 1 2 1 4
1.) Folosind proprietatile, demonstrati ca urmatorii determinanti sunt nuli: ° = SL |2 4 6, 2 5
-7 -7 -7 9 9 9 3 9
2.) Folosind proprietatile determinatilor, calculati: 2007 1 1 1 a+1 1 2 ab ac
1 2007 1D 1 a+l ja b> b
1 1 2007 1 1 1 X y z
a b c
3.) Fie determinantul A=m n p
X y z a X a b c m n p m n p
Exprimati in functie de A, determin'ii:: b y nj D2 =X Yy 2z D3 =la b (;;D4 =|X Yy z
cC z p m n p X Yy Zz a b c
, _ a b c
4.) fie determinantul
A=m n p
X 'y z 2a 2b 2c 3a 3 3 m 2n p
Exprimati in functie de A, determinatii: D, =|m n piD,=13m 3n 3p;D,=3a 6b 3c|;
—-X -y —Z 3x 3y 3z X 2y z
2 3 5

5.) Se considera determinantul
-4 X y Aflati valorile lui x si'y stiind ca linia a doua este proportionala cu prima.

1 5 Calculati determinantul obtinut.
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Calculati determinantul obtinut.

o = O

2

Aflati valorile lui a, b, ¢ stiind ca linia a treia este egala cu suma celorlalte doua linii.
6.) Se considera determinantul |1
a

(@)

1 5
7.) Se considera determinantul |X 'y gl Aflati valorile Iui x, y, z stiind ¢4 L, =L, -L. Calculati determinantul obtinut.
2 5
8.) Folosind formula 1 1 1
a b c|=(b-a)c—a)c-Db)
a2 b2 C2
2
calculati determinantii: 111 1 1 1 1 x X 1 1 1
12 31 -1 2:0 vy vy [a2 b® c?
1491 1 401 z 72 |a* b* ¢
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PROBLEME ¢« PROBLEME ¢ PROBLEME

1. Daca A—[\/E \/é
| (W3 V2

2. Daca Ae My(C)si detA =1 cateste det (2A) ?

} det(A2°°7) _

3. Folosind proprietatile determinantilor, calculati:

1 1 1 Xx+1 y+1 z+1| |(@+2)° (b+2)?
a) a b c [ bx*+1 y*+1 x*+vy?0l(a+D)* (b+1?
b+c c+a a+b x*+1 y*+1 xP+y° 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
e) cosa cosb cosc| f)lcos’x cos’y cos’Z+|sin®x siny  sin®
cos2a cos2b cos2c X y V4 X y
1 a*-1 1 a b b 1+a 1 1
gL 1 az—; hylo a b, i) 1 1+b 1]
1 b b 1 1 1+c
a’-1 ab-1 ac-— 1 1 1 [+a® ab ac
j) [ab+1 b2+1 bc+1; a b c )a 1+a* bc
1 1 11 ac bc 1+c?
a b c
4.D trati c3 111
. pemonstratl ca.:
a b c|=(b-a)fc—a)c-bla+b+c)
. a b c
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(c+2)°
(c+1)?

1

z

1

1

;d)| a+Xx
(a+y)’

1
b+ x

(b+y)*

1

C+X |;
(c+y)?



o Q

5. Fie matricele X = (a b C),Y = Calculati determinantii matricelor XY siYX.

a+b a+c b+c a b ¢
a,+b, a,+c, b,+c,|+2a, b, c|=0

a,+b, a;+c bi+gl | b ¢

6. Demonstrati ca

7.) Calculati determinantul a 9, a3 daca a, ,a,, ..., as;formeaza a) progresie aritmetica;
a
612 ag 4 b) progresie geometrica
Q 8 &
| _ a b c _ - - .
8.) Se considera determinantul Folosind proprietatile determinantilor, demonstrati ca:
d=lc a b a®+ b2+ c3 - 3abc = (a + b + c)(a? +b? +c? -ab-ac- bc).

(Varianta, Bacalaureat 2001)

@y

c 4 a b c
9.) Aflati numerele reale a, b, c stindcd :a+b+c =3 si d=Ilc a bl=0
b c 4

10.) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile: X X+1 1 1 11
a) 1 X x+1=0, b)|x 1 2=0
x+1 1 X x* 1
11.) RezolvafiinRecuaia |X—a X-b c-a stiind ca a, b, ¢ nu sunt toate egale.

Xx—-b Xx-c¢ a-b=0
X—C X—-a b-c
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. 1 1
ﬂl&wnﬁabﬁeF{dﬂif+CZ:§;a+b+c:—

a+b —a+b+c b+c
calculati valoarea determinantului: A=la-b-c a+b a+C
111 a+c b+c —a-b+c
13.) Seconsideramatricca A=(1 1 1
111

a) Calculati determinantul matricei A.
b) Verificati ca : A =3A.
c) Aratati ca : A" =3"1A, neN*.

32001 . 1

s x 2 2001

d) Aratati ca: A+ A +...+ A ZTA

e) Demonstrati ca dacd avem trei progresii aritmetice de cate trei termeni: &, b, C, respectivx,y, zsiu, v, w,
a b c

atunci determinantul matricei este nul. (Varianta, Bacalaureat 2001)

X'y z
u v w

14.) Fie A, o matrice.pétrata de ordinul 2 cu proprietatea ca exista n e N* astfel incat A"= O,. Demonstrati ca A% = O,.

15.) Fie M, multimea tuturor matricelor patrate de ordinul 3 cu elemente din multimea {-1, 1}.

a) Cate elemente are multimea M?

b) Demonstrati ca determinantul oricarei matrice din multimea M este divizibil cu 4.
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