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ELEMENTEELEMENTE DEDE ANALIZĂ MATEMATICĂANALIZĂ MATEMATICĂ
Obiectul de studiu al analizei matematice îl constituie funcţiile, mai precis funcţiile definite pe mulţimi de numere reale cu valori reale.

Metodele specifice analizei matematice permit o abordare riguroasă a proprietăţiilor funcţiilor privind intervalele de monotonie,intervalele de monotonie,
intervalele de convexitate sau concavitate, punctele de extrem,intervalele de convexitate sau concavitate, punctele de extrem, asimptotele graficului etc.asimptotele graficului etc.

Reprezentarea graficăReprezentarea grafică a funcţiilor se va realiza în final ca un rezultat al studiului sistematic al acestor proprietăţi.
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Cap .I. LIMITELIMITE DEDE FUNCFUNCŢŢIIII

NONOŢŢIUNI ELEMENTAREIUNI ELEMENTARE DESPREDESPRE MULMULŢŢIMI DE PUNCTEIMI DE PUNCTE PEPE DREAPTA REALĂDREAPTA REALĂ

1.1. Dreapta realăDreapta reală..       Reprezentarea geometrică a lui R pe o dreaptă.
Să considerăm o dreaptă d pe care fixăm originea O şi vectorul unitate

(vezi figura 1).
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figura 1Se defineşte aplicaţia f : Rf : R dd , care asociază oricărui număr realnumăr real xx, acel punct unic                  cu
proprietatea.

dP
uxOP 

De aici obţinem f(x) = Pf(x) = P şi în particular f(O) = O, f(1) = Af(O) = O, f(1) = A.
Numărul xx se numeşte abscisaabscisa punctului Ppunctului P,
iar aplicaaplicaţţia  fia  f  (care este bijectivă) se numeşte reprezentarea geometrică a lui f pe dreprezentarea geometrică a lui f pe d..

Datorită aplicaţiei f, putem identifica elementele mulţimii R cu punctele dreptei d.
Aceasta justifică faptul că mulţimea R mai este numită şi dreaptă reală, iar numerele  reale se mai numesc puncte.

Dacă a,b             , definim distandistanţţa dintre punctelea dintre punctele aa şşii bb ca fiindR (vezi figura 2).babadBAd  ),(),(

A B

a b

figura 2
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2.2. IntervaleIntervale îîn Rn R
DefiniDefiniţţie:ie: • Pentru a < ba < b,  definim următoarele intervaleintervale,

numite intervale de lungime d(a, b) = bd(a, b) = b--aa:
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  R ,

O mulţime                    este intervalinterval dacă şi numai dacăRI  bxaIba  ,
(odată cu oricare două puncte, conţine şi toate punctele cuprinse între ele.)

3.3. MulMulţţimi mărginiteimi mărginite

DefiniDefiniţţie:ie: Fie A o mulţime nevidă de numere reale.             Spunem că AA esteeste:
• minoratăminorată sau mărginită inferiormărginită inferior dacă există un număr real αα, astfel încât.

Numărul real αα se numeşte minorantminorant al mulţimii A.
• majoratămajorată sau mărginită superiormărginită superior dacă există un număr real ββ astfel încât:
     Numărul real ββ se numeşte majorantmajorant al mulţimii A.

• mărginitămărginită dacă este în acelaşi timp minoratăminorată si majorată si majorată..

Axx  ,
Axx  ,

AA este mărginitămărginită  RxxR  ,şi, ReReţţine !ine !

AA este mărginitămărginită 

sau

RxxR  ,şi 
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Exemple.Exemple.

1. Mulţimea N a numerelor naturale este minorată, iar un minorant al său este 0, dar nu este majorată, deoarece pentru orice x e R, x>0
2. Mulţimea Z a numerelor întregi nu este minorată şi nici majorată.

3. Mulţimea R nu este mărginită.
4. Orice mulţime finită A este minorată, un minorant fiind cel mai mic element al său şi este majorată, un majorant fiind cel mai mare element al
. său, deci A este mărginită.
5. Orice interval de forma (a, b) sau [a, b] sau (a, b] sau [a, b) sau (a, oo) sau [a, oo) este o mulţime minorată.

Orice interval de forma (a, b) sau [a, b] sau (a, b] sau [a, b) sau (-oo, b) sau (-oo, b] este o mulţime majorată.
6. Intervalele de forma (a, b), (a, b], [a, b), [a, b] cu a, b eR, a < b sunt mulţimi mărginite.
7. Intervalele (-oo, a] sau (- oo, a), cu a e R, nu sunt mărginite inferior, iar cele de forma (a, oo) sau [a, oo), cu a e R, nu sunt mărginite superior.
• Astfel, intervalele de formaintervalele de forma (a, b), [a, b], (a, b](a, b), [a, b], (a, b] şşii [a, b)[a, b) se numescse numesc intervale mărginiteintervale mărginite,

iar intervalele de formaintervalele de forma ((--oooo, a), (, a), (--oooo, a], (a,, a], (a, oooo), [a,), [a, oooo)) şşi (i (--oooo,, oooo)) se numescse numesc intervale nemărginiteintervale nemărginite.

Un intervalinterval îînchisnchis şşi mărginiti mărginit, adică un interval de forma [a, b][a, b] se numeşte interval compactinterval compact.

DefiniDefiniţţie:ie:

•  Numărul real mm se numeşte margine inferioarămargine inferioară a unei mulţimi nevide A , mărginită inferior, dacă este cel maieste cel mai maremare
minorantminorant al lui A.

Notăm m =m = infAinfA == infinf xx si citim infimuminfimum de Ade A sau infirnumulinfirnumul luilui xx când x e A.x e A.
xeAxeA

•  Numărul real MM se numeşte margine superioarămargine superioară a unei mulţimi nevide A , mărginită superior, dacă este cel maieste cel mai micmic majorantmajorant al lui A.

Notăm M=M= supAsupA == supsup xx şi citim supremumsupremum dede AA sau supremumulsupremumul luilui xx pentru xx eAeA.
xeAxeA

•Dacă există infAinfA, atunci acesta este uniceste unic. În cazul în care infinf A eA e AA spunem că A are un minimA are un minim şi scriem infAinfA == minAminA.
•Dacă există supAsupA, atunci acesta este uniceste unic. În cazul în care supAsupA e Ae A spunem că A admite un maximA admite un maxim şi scriem supAsupA == maxAmaxA.
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Exemple.Exemple.
1. Orice mulţime finită admite un minim şi un maxim.

2.  Dacă                                     că A nu admite minim.
3.  Orice interval mărginit de capete a şi b cu a < b are margine superioară egală cu b şi margine inferioară egală cu a.

   AdarAQA 0:,0inf1,0

♦ Probleme rezolvate

. 1.1. Dacă                                                    arătaţi că infA = 0.

SoluSoluţţie.ie.
Evident, 0 este un minorant. Presupunem că ar exista un minorant εε > 0> 0, deci

ceea ce ar însemna că mulţimea numerelor naturale este majorată, absurdabsurd !!
Deci 0 este cel mai mare minorant şi problema este rezolvată.

2.2. Arătaţi că supAsupA = 1= 1, unde

SoluSoluţţie.ie.
Din                                  rezultă că 1 este un majorant.

 Presupunem că ar exista un majorant mai mic decât 1, adică un număr de forma

ceea ce ar însemna că mulţimea numerelor naturale este majorată, contradicţie !
Deci 1 este cel mai mic majorant.
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Are loc următorul rezultat datorat lui Cantor.Cantor.

Proprietate.Proprietate.
Orice mulţime nevidă AA minoratăminorată are margine inferioarăare margine inferioară şi
orice mulţime nevidă B majoratăB majorată, a, are margine superioarăre margine superioară.

Aşadar, orice mulorice mulţţimeime nevidănevidă A  mărginită admite atât margine inferioară cât A  mărginită admite atât margine inferioară cât şşi margine superioarăi margine superioară..

GeorgGeorg CantorCantor (1845-1918) matematician german. A pus bazele teoriei mulţimilor

FuncFuncţţii mărginiteii mărginite
Imaginea mulImaginea mulţţimiiimii AA prin funcţia f:Af:A BB, este mulţimea notată f(A)f(A) care are ca elemente acele numere din B care sunt imagini ale unor
elemente din A.
Mulţimea f(A)f(A) se mai noteazăse mai notează ImfImf şi reprezintă mulţimea de valori a funcţiei f.

Deci putem scrie:  )(,)( xfyAxByAf 
FuncFuncţţiaia ff:A:ABB esteeste mărginitămărginită dacă muldacă mulţţimeaimea ImfImf esteeste mărginitămărginită..
Dacă mulDacă mulţţimeaimea ImfImf nu este mărginită nu este mărginită, s, spunem căpunem că funcfuncţţia  f esteia  f este nemărginitănemărginită.
Prin   marginile funcţiei f înţelegem marginile mulţimii Imf (dacă există).

Exemplu.Exemplu.
Funcţia ff :[2,:[2, oooo))R, f(x)=xf(x)=x22+1+1 este nemărginitănemărginită căci f ([2,f ([2, oooo)) =  [5,)) =  [5, oooo)  ;)  ; infinf =5,=5,
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4.4. Dreapta realăDreapta reală îîncheiatăncheiată ( (completatăcompletată))
DefiniDefiniţţie:ie: Numim dreaptă reală completată (sau dreaptă reală încheiată) mulţimea

    ,, RRR

Structura de ordine a lui R se prelungeşte în mod firesc la       , astfel:

RxxRxx  ,)3;,2);)1

R
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Numim vecinătatevecinătate a punctului xx00 de pe dreapta reală, orice mulmulţţimeime VV care includeinclude un interval deschis (a, b)(a, b) , care conconţţine punctuline punctul xx00..

5.5. VecinătăVecinătăţţii

5.1. VecinătăVecinătăţţile unui număr realile unui număr real

Aşadar, V este o vecinătate a lui xo dacă

În particular, orice interval deschis (a, b) care conţine pe x0 este o vecinătate a lui x0.

),(,, 0 baxcubaRba 

Exemplu.





















 0,

5

1
;

3

1
,1;

2

1
,

5

1
321 VVV sunt vecinătăţi ale lui 0, dar                          nu este o vecinătate a lui 0.)2,0(4 V

Intervalele de forma VVεε = (= (xxoo -- εε, x, x00 ++ εε)) cu ε >0, se numesc intervale deschise centrateintervale deschise centrate în x0
sau vecinătăvecinătăţţi simetricei simetrice ale lui x0 .

                       Orice vecinătate a lui x0 include o vecinătate simetrică,Proprietate.

  VbaxxbaVbax  ),(),(x:avem0),min(xşi, 00000 
Exemplu. Vecinătatea V= (O, 1) a punctului                                    conţine vecinătatea simetrică
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5.2. VecinătăVecinătăţţile luiile lui  şi
• Se numeşte vecinătate a lui         , mulţimea    V    cu proprietatea că există un interval
• Se numeşte vecinătate a lui          mulţimea     V    cu proprietatea că există un interval


  VaI  ,

   VaI  ,
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6. Puncte de acumulare6. Puncte de acumulare
6.1. Puncte de acumulare finitePuncte de acumulare finite

Fie A o mulţime nevidă.
PunctulPunctul xx00  (nu neapărat din A) se numeşte punct  de acumularepunct  de acumulare al lui A,
                                                        dacă orice vecinătate Vorice vecinătate V a lui xo conconţţine cel puine cel puţţin un punctin un punct din A diferit de xdiferit de x00 ..

Exemple.Exemple.
1. Punctul x0 = 0 nu aparţine mulţimii A = (0, 1) dar este punct de acumulare al acestei mulţimi

2. Mulţimea A={1,2, 3} nu are puncte de acumulare.
3. O mulţime finită nu are nici un punct de acumulare în R.

Dacă un punct xx00 din A nu estenu este punct de acumularepunct de acumulare pentru mulţimea  A , atunci xx00 se numeşte punct izolat.punct izolat.

6.2. Puncte de acumulare infinitePuncte de acumulare infinite

Spunem că             este punct de acumularepunct de acumulare al mulţimii A , dacă orice vecinătate V   a lui              conţine puncte din A.
Spunem că             este punct de acumularepunct de acumulare al mulţimii A , dacă orice vecinătate V   a. lui             conţine puncte din A.

 
 

Exemple.Exemple.
1. este punct de acumulare pentru orice interval

iar              este punct de acumulare pentru orice interval

2. Mulţimile N şi Z nu au puncte de acumulare finite,
dar N are punctul de acumulare          , iar Z are punctele de acumulare şi           .




  a,sau),(a

   aa ,sau, 

 

Proprietate.Proprietate. Dacă                              atunci există o vecinătate VV11 a lui aa şi o vecinătate VV22 a lui bb astfel încât:

Altfel spus, oricare două elemente distincte din       admit vecinătăoricare două elemente distincte din       admit vecinătăţţi disjuncte.i disjuncte.

baRba  ,,  21 VV Ø

R



Prof: CiocotişanRadu



Prof: CiocotişanRadu



Prof: CiocotişanRadu


