ELEMENTE o ANALIZA MATEMATICA

Obiectul de studiu al analizei matematice il constituie functiile, mai precis functiile definite pe multimi de numere reale cu valori reae.
Metodele specifice analizel matematice permit o abordare riguroasd a proprietatiilor functiilor privind intervalele de monotonie,
inter valele de convexitate sau concavitate, punctele de extrem, asimptotele graficului etc.

Reprezentarea grafica afunctiilor se varealizain final caun rezultat al studiului sistematic a acestor proprietati.
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Cap .l. LIMITE DE_FUNCTII

NOTIUNI ELEMENTARE pespre MULTIMI DE PUNCTE pe DREAPTA REALA

1. Dreapta reala. Reprezentarea geometrica a lui R pe o dreapta.
Sa consideram o dreapta d pe care fixam originea O si vectorul unitate | = QA u
|

(vezi figura 1). | >

Se defineste aplicatia f : R=> d, care asociaza oricirui numar real x, acel punct unic P (= d cu
proprietatea. OP = x1J

De aici obtinem f(X) = P si in particular f(O) = O, f(1) = A.
Numarul X se numeste abscisa punctului P,
iar aplicatia f (care este bijectiva) se numeste reprezentarea geometrica a lui f pe d.

Datorita aplicatiei f, putem identifica elementele multimii R cu punctele dreptei d.
Aceasta justifica faptul ca multimea R mai este numita si dreapta reala, iar numerele reale se mai numesc puncte.

Dacdab ¢ R, definim distanta dintre punctele a si b ca fii
d(A B)=d(a,b)=

a

I
P

figura 1

a— b‘ (vezi figura 2).

b

A
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figura 2



2. Intervale in R (a,b)={xe Rla< x< b}  interval deschis

Definitie: « Pentrua<b, definim urmatoarele intervale, [a’ b] _ {X cRa<x< b} interval inchis
numite intervale de lungime d(a, b) = b-a:

[a, b) = {X e Ra<sx< b} intervale semideschise
(a,b]={xe Ra<x<b}

(—OO,a)Z{XE R‘X<a}; (—OO,a]z{Xe R‘XSa}
(a’OO)Z{XE R‘x>a}; [a,OO):{Xe R‘xza} (a’a):[a’a):(a,a]: %)
—o0,0)=R

N

O multime I (- Reste interval daca si numai daca va, bel =>a<x<b

(odata cu oricare doua puncte, contine si toate punctele cuprinse intre ele.)

3. Multimi marginite

Fie A o multime nevida de numere reale. Spunem ca A este:

& Definitie: . me Nevica e numere reate. > S
* minoratd sau marginita inferior daca exista un numar real O, astfel incat.
Numarul real a se numeste minorant al multimii A. ~ < X, VX e A

» majorata sau marginitd superior daca exista un numar real |5 astfel incat:
Numarul real B se numeste majorant al multimii A. X < ,VX c A
« marginitd daca este in acelasi timp minoraté si majorata.
Retine | Aeste marginitd » Ja,fe R Sl a < X< f,VXeR sau

Aeste mirginitd 34 € R §i ‘X‘ <A,vxeR
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Exemple.

. Multimea N a numerelor naturale este minorata, iar un minorant al sau este 0, dar nu este majorata, deoarece pentru orice x e R, x>0
. Multimea Z a numerelor intregi nu este minorata si nici majorata.
3. Multimea R nu este marginita.

4. Orice multime finita A este minorata, un minorant fiind cel mai mic element al sau si este majorata, un majorant fiind cel mai mare element al

sau, deci A este marginita.
5. Orice interval de forma (a, b) sau [a, b] sau (a, b] sau [a, b) sau (a, 00) sau [a, 00) este 0 multime minorata.

Orice interval de forma (a, b) sau [a, b] sau (a, b] sau [a, b) sau (-00, b) sau (-00, b] este 0 multime majorata.
6. Intervalele de forma (a, b), (a, b], [a, b), [a, b] cu a, b eR, a < b sunt multimi marginite.
. Intervalele (-00, a] sau (- 00, a), cu a e R, nu sunt marginite inferior, iar cele de forma (a, 00) sau [a, 00), cu a e R, nu sunt marginite superior.

Astfel, intervalele de forma (a, b), [a, b], (a, b] si [a, b) se numesc intervale marginite,
iar intervalele de forma (-00, a), (-00, @, (a, 00), [a, 00) si (-00, 00) se numesc intervale nemarginite.

N =

\‘

un interval Inchis si marginit, adica un interval de forma [a, b] se numeste interval compact.

E Definitie:

* Numarul real I se numeste margine inferioara a unei multimi nevide A , marginita inferior, daca este cel mai mare
minorant al lui A.

Notaim M = infA = inf X sicitim infimum de A sau infirnumul lui x cand x e A.
XeA

« Numaérul real M se numeste margine superioard a unei multimi nevide A , marginita superior, daca este cel mai mic majorant al lui A.

Notam M= SUPA = SUp X si citim supremum de A sau supremumul lui x pentru x eA.

A7V Y

«Daca exista infA, atunci acesta este unic. In cazul in care inf A e A spunem c& A are un minim si scriem iINfA = mMinA.

Daca existd SupA, atunci acesta este unic. In cazul in care supA e A spunem ca A admite un maxim Si scriem SUpA = maxA
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Exemple.

1. Orice multime finita admite un minim si un maxim.

2. Daca A= (0,1)ﬁ Q=inf A=0,dar:0¢ A= ca A nu admite minim.
3. Orice interval marginit de capete a si b cu a < b are margine superioara egala cu b si margine inferioara egala cu a.

¢ Probleme rezolvate

1
.1.Daca A= {x:—z\n e N* aratati c& infA =0,
n

Solutie. 1 ) 1 1
Evident, 0 este un minorant. Presupunem ca ar exista un minorant € >0, deci & < — SN ——=>N<L—
n £ Je
ceea ce ar insemna ca multimea numerelor naturale este majorata, absurd !
Deci 0 este cel mai mare minorant si problema este rezolvata.
2. Aratati ca supA =1, unde Az{X: n+1 ‘ne N*}
n +3
Solutie. n+1
Din ——— <1 rezultici 1 este un majorant.
n +3 _
Presupunem ca ar exista un majorant mai mic decéat 1, adica un numar de forma l-g,cu >0 SI 1-¢2> ﬁ ,Vne N
+

= (-g)n+3)2n+l= .. =>n< 23
&

ceea ce ar insemna ca multimea numerelor naturale este majorata, contradictie !
Deci 1 este cel mai mic majorant.
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Are loc urmétorul rezultat datorat lui Cantor.
Georg Cantor (1845-1918) matematician ger man. A pus bazele teoriei multimilor

Proprietate.
Orice multime nevidd A_minorata are margine inferioara si
orice multime nevida B majorata, are margine superioara.

Asadar, orice multime nevida A marginita admite atat margine inferioara cat si margine superioara.

Functii marginite
Imaginea multimii A prin functia f:A—> B, este multimea notata f(A) care are ca elemente acele numere din B care sunt imagini ale unor
elemente din A.

Multimea f(A) se mai noteaza Imf si reprezinta multimea de valoyi a functiei f.

Deci putem scrie: f (A) — {y - BEX € A, y — f (X)}

Functia f:A 2B este marginitd daca multimea Imf este marginita.

Dacé multimea Imf nu este marginitad, spunem ca functia f este nemarginita.
Prin marginile functiei f intelegem marginile multimii Imf (daca exista).

Exemplu.
Functia f :[2, 00)2>R, f(X)=x?+1 este nemarginita caci f ([2, 00)) = [5, 00) ; inf =5,
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4. Dreapta reala incheiata (completata)

E Defini;ie: Numim dreapta reala completata (sau dreapta reala incheiata) multimea

R=RU{-o0,+0} = R=[-o0,+]

Structura de ordine a lui R se prelungeste in mod firesc la R, astfel:

1) — o0 < +00; 2)X> -0, VX e R; X<+, VXe R

é Reguli de calcul cu —o i +©
In lectiile urmitoare vom arita utilitatea urmitoarelor reguli (unde ¢ € R):

a+(+w) =+ | | (+00)+a_=-+oo

a+(—w)=—w (—0)+a=—
q
| 00 + 00 = (—o0)+(—0)=—o00
— 1
| +00 dacd ¢>0 (Coo) = —oo dacd a>0
a-(+wo) = —o0 dacd a<0 4* =771 Lo dacd a<0
(+00) - (+00) =+ (=o0) + (~00) = +00
(2] a

(+) - (—0) = (~0) + (+00) = o0 4 __a__
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5. Vecinatati

5.1. Vecinatatile unui numar real

Numim vecindtate a punctului x, de pe dreapta reala, orice multime V care include un interval deschis (a, b) , care contine punctul x,.

Asadar, V este o vecindtate a lui x, dacd Jg,be R a<b cu X, € (a, b)

In particular, orice interval deschis (a, b) care contine pe x, este o vecinatate a lui x,.

Exemplu.
A T PV G A N i o o
Y 3/ 5 sunt vecinatati ale lui 0, dar V4 = (0,2) nu este o vecinatate a lui 0.
Intervalele de forma | Vg = (X, - €, X, + €) cu £ >0, se numesc intervale deschise centrate n x,
sau vecinatati simetrice ale lui X, .
Proprietate. Orice vecinatate a lui X, include o vecinatate simetrica,
X, € (a,b)cV si e=min(X,—a,b-x%,)>0 avem:(X,—¢&,%+¢)c(a,b)cV
1
Exemplu. Vecinatatea V= (O, 1) a punctuluiX, = — ,&=— contine vecinatatea simetrica E,E
5 15 15
5.2. Vecinatatile lui|— o sj +o
| =[-w,a)cV

* Se numeste vecinatate a lui— oo , multimea V cu proprietatea ca exista un interval
* Se numeste vecinatate a lui +0o0 multimea V  cu proprietatea ca exista un interval | = (a,-i-OO] cV
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6. Puncte de acumulare

6.1. Puncte de acumulare finite

Fie A o multime nevida.
Punctul %, (nu neaparat din A) se numeste punct de acumulare al lui A,
daca grice vecinatate V a lui x, contine cel putin un punct din A diferit de x, .

Exemple.
1. Punctul x, = 0 nu apartine multimii A = (0, 1) dar este punct de acumulare al acestei multimi

2. Multimea A={1,2, 3} nu are puncte de acumulare.
3. O multime finitd nu are nici un punct de acumulare in R.

Daca un punct X, din A nu este punct de acumulare pentru multimea A , atunci X se numeste punct izolat.

6.2. Puncte de acumulare infinite

Spunem ca + oo este punct de acumulare al multimii A , daca orice vecinatate V a lui + 0O contine puncte din A.
Spunem ca — OO este punct de acumulare al multimii A |, daca orice vecinatate V a. lui — OO contine puncte din A.

Exemple.
1. + 00  este punct de acumulare pentru orice interval (a,+o0) sau [a,+00)

ilar — oo este punct de acumulare pentru orice interval (— 0, a) Sau (— 0, a]

2. Multimile N si Z nu au puncte de acumulare finite,
dar N are punctul de acumulare 4 oo ar Z are punctele de acumulare = = Si + 00

Proprietate. Dacd a,b€ R,a#b atunci existd o vecinatate V, alui a si o vecindtate V, a Iui b astfel incat: V1NV, = @

Altfel spus, aoricare doua elemente distincte din R admit vecinatati disjuncte.
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Yl EXERCITII DE INITIERE [

n Calculati distantele dintre perechile de puncte ale ciror abscise sunt:
ayx;=0,x3=2; bx=1,x=-3;  x1=2/2, x,=-3/7.

E Determinati numerele intregi de pe axa reald pentru care multimea 4 =
= L—%, > J reprezinti o vecinitate.

E Consideriam figurile urmiétoare:

Fig. i) Fig. ii) Fig. iii)

\ —> t ) > — } —>

2 0 31z 5o
1

a) Este punctul —% punct de acumulare pentru (-2, 0) ? (Vezi fig. i)

b) Punctele < 7 Sy 3 sunt puncte de acumulare pentru [ 2 3) (Vezi fig. ii)

¢) Precizati o vecinitate a punctului 3 care este disjuncti cu [V2, /5].
Este punctal 3 un punct de acumulare pentru [/2, /5 ] ? (Vezi fig. iii)

Determinati marginea inferioari si marginea superioari pentru multimile:

A=(-2,0), B [ 3 2) si C=[/2, /5] Care dintre aceste multimi admit
minim, respectiv maxim ?

E 2) Rezolvati in R inecuatia 3x+ 3 < 2.

2 .
X< % —% } este mirginiti superior

b) Aritati cd multimea 4 = {x eR
si determinati cel mai mic majorant.
u a) Rezolvati in R inecuatia x?-x<0.

b) Aritati ¢i multimea A ={xeR |x —x <0} este mirginitd si deter-
minati infA §i sup 4.

A ) Aritati ci daci x < [0, 1] atunci 1 -x € [0, 1).
b) Demonstrati cid functia f:[0,1] >R, f(x)=1-x este mirginiti si
determinati marginile acesteia.

Prof: CiocotisanRadu



M?[ PROBLEME & PROBLEME ¢ PROBLEME

1. Calculati distantele dintre perechile de puncte ale ciror abscise sunt:
b)xIZ_ﬁsxzzﬁ; C)x1=%,x2=21—1_

2. Stabiliti valorile de adeviir ale propozitiilor urmitoare:

a)x1 =-3, x2=l;

p1: V= (—1 - 2) este vecindtate pentru punctul — %

p2: V=(0, 1) este vecinitate pentru — ﬁ ;
p3: V=(J2, /3 ) este veciniitate pentru :—z

3. Dacii x1 =3, x2 =0, x3 =a, a €Z, aflati a astfel incit fiecare dintre inter-
valele (-1, 1), (0,4)si (-5, — /3 ) si fie vecinitate pentru cite unul
dintre puncte.

4. Care dintre multimile de mai jos sunt vecinititi ale lui 1 ?
a) R; b) Q; ¢) (0, 2); d) (0, «);
e) (1, 2); ) [1,2]; 2 [0, 31\ {1}; h) [0, 3]\ {2}.

5. Dati exemple: a) de veciniitiiti disjuncte ale lui % si %;

b) de veciniitate a lui 1 care nu contine pe 0,99;
c) de vecindtiti disjuncte ale lui —oo si —100;
d) de vecinitate a lui « care contine pe 2 si nu contine pe 1000.

6. Stabiliti valorile de adevir ale propozitiilor urmatoare:
a) pp: J3 este punct de acumulare pentru 4 = (1/_ J5);

b) p3 : 1 este punct de acumulare pentru 4 = (0, '2")’
¢) p3 : 1 este punct de acumulare pentru 4 = (-3, 1);
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d) p4 : 2 este punct de acumulare pentru 4 = (- /2, 1)U {2}.

7. Stabiliti daci multimile urmitoare sunt marginite inferior si in caz
afirmativ, indicati un minorant: a) A= {xER|2x+1>J_ ¥

b)A={xeR|x22l}; c)A:{xeR*\§<0}.

8. Stabiliti daci multimile urmitoare sunt miirginite superior si in caz
afirmativ, indicati un majorant: a)B={xeR | -2x+3>-1};

b)B={xeRIx?+x<2}; ©B={xeR*|%>0}.

9. a) Aritati ci f:[-2,3] >R, f(x) =3x-2 este strict crescitoare si mar-
ginita.
b) Aritati ci orice functic de gradul intii este mirginitd pe orice interval
inchis si mirginit. Determinati marginea inferioard, §i marginea
superioari. Rimine afirmatia adevirati dacd functia este definitd pe un
interval de forma (a, f) cua, feR, a<f ?

10. Fie intervalele I} =[3, ) si I = (-, 5]. Care dintre multimile 11 Uy,
I NIz, I1 \ I, I3\ I sunt mirginite ?



1.

12.

13.

14.

Pentru fiecare dintre functiile elementare de mai jos (definite pe domeniile
maxime), aflati imaginea, stabiliti daca functia este majoratd si daca este
minorati, precizati marginea superioari si marginea inferioari:

a) functia de gradul intai; b) functia de gradul doi;
¢) functia exponentiali; d) functia logaritmica;
e) functiile sin, cos, tg si ctg; f) functiile arcsin, arccos, arctg si arcetg.

Pentru fiecare dintre functiile definite prin relatiile de mai jos, precizati
domeniul maxim de definitie si imaginea. Stabiliti dacd functiile sunt
majorate si dacd sunt minorate. Aflati marginea inferioard si marginea
superioard (daci existi).

a) () =x2—dx+5;  b) f0=5L ¢ flx)=5TxEL

13+x+l

a) Fie multimea A= {xeR‘ } Determinati multimea, aflati

multimea punctelor de acumulare si punctcle izolate.

b) Aceeasi problemi pentru multimea B = {x eR l kL";;ﬂ <0 }

Fie A={xeR | x3 —x <0} si B={xeR |x 3 _4x>0}. Pentru fiecare
dintre cele doud multimi, studiati mirginirea, determinati multimea punc-
telor de acumulare finite, apoi stabiliti daci +oo si —co sunt puncte de
acumulare.
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