10. Asimptote

Tn studiul functiilor elementare ati intalnit exemple de functii ale caror grafice se apropie de anumite drepte,
pe care le numim asimptote.

a) Asimptote verticale
Considerdm functia T (0,0) > R, f(X) =1gXx

al carei grafic este cel din figura: lim f (X) = —o0 Y
Avem. x—0
Observdm c& pentru x>0 tinzand la zero, **°
punctul de pe grafic, de abscisa x se apropie de axa Oy. X
Spunem ca functia f are ca asimptota verticala axa Oy, —>
adica dreapta de ecuatiex = 0. - Ol /1
& Definitie Fig- 17

Fief: D 2R si aeR, unpunct deacumularea lui D.
Spunem ci dreapta x = aeste asimptota verticala a graficului functiei f, daci cel putin una dintre limitele laterale
aefunctiei f Tn a exista si este infinita.

Problema rezolvata.
Determinati asimptotele verticale ale functiilor:

1 1
fRSRIM=2 g:R>RIM={ x-1' "1 . h:R>Rh(X)- (x——z)z’xgt2
X 2x+3 , x<1 1 X=2

Solutie.  Deoarece liné f(x)=—c0si lina f(x) = o, dreapta x = 0 este asimptotd verticald a
X— X

x<0 x>0 ) o o
functiei /; (Aceasta este singura asimptotd, pentru c¢a in orice punct din R¥, limita functici este

finitd.) Avem: .
lin} 2(x) = o, deci dreapta x = 1 este asimptotd verticald a functiei g.
R

x>1
lin% h(x) =1in:_1Z h(x) = oo, deci dreapta x = 2 este asimptotd verticald a functiei /.
X X—
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b) Asimptote orizontale

1 X
Fiefunctia g:R> (O, 0) 9(X) = (Ej avand graficul din figura
Ay - _
8 Avem 'X'L[.] g(x)=0
Pe grafic, observam ca pentru X tinzénd la oo, punctul de abcisa x situat pe graficul lui g se apropie de
axa Ox.
T~ Spunem ca functia g are ca asimptota orizontala la o, axa Ox, adica dreapta de ecuatiey = O.
0
& Definitie
Fiefunctiaf: D 2 R. , .
Ny . Jlimf(x)=a si aeR . : ,
Daca coeste punct de acumulare al multim| x—e. , spunem cd dreapta y = a este asimptota
i alaco ' . -

v orizontald la ©0 pentru functiaf. ~_ [limf(x)=b si beR ; ‘ .
Dacé -ooeste punct de acumulare al multimii D Si | x->— spunem cd dreapta y = b este asimptot orizontala la -co
pentru functiaf.

yp
Exemplu. T S g i
Functia arctgx are asimpt| Y = E (la+ o 2
_),
$ T 0 %
v y==-35 (la-) — |-5
pentru ca
a=limarctgx=— sI b= Ilimarctgx=——
X—>00 2 X—>—00 2
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c) Asimptote oblice

Pe grafic, observam ca atunci cand x tinde
|a oo sau -,

| graficul se apropie de prima bisectoare, 5
& Ddfinitie

Fief: D >R astfel Incét oo este punct de acumulare a multimii D.

Spunem ca dreapta Y = MX + N este asimptoté oblica la ©0 pentru functiaf, dacd I'_[E(f (X) —mx— n) =0

X
Fief:D 2R astfel incét - este punct de acumulare a multimii D. i
) _ . . . . lim(f(X)=mx-n)=0
Spunem ca dreapta Y = MX + N este asimptota oblica la -oo pentru functiaf , dacd x5

Vom enunta acum o teorema din care va rezulta un procedeu practic pentru deter minar ea asimptotei oblice.
Teorema

Fiefunctiaf:D 2R astfel incat « este punct de acumulare a multimii D.
Dreaptay = mx + n este asimptota oblica la +co pentru functia f daca si numai daca exista m, n eR astfel incat:

me im0 s [n=1im(f (x)-mx)

X—>+0 X M

Fiefunctiaf:D 2R astfel Tncét -oo este punct de acumulare al multimii D.
Dreaptay = mx + n este asimptota oblica la -co pentru functia f daca si numai daca exista m, n eR astfel incét:

m= lim LX) si [n=lim(f()-mx)

X—>—00
X

X—>—00
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Observatie.

Asimptotele orizontale pot fi considerate cazuri particulare de asimptote oblice (panta mfiind nuld).
Practic, pentru determinarea asimptotelor unor functii date parcurgem urmatoarele etape:

® Aflam domeniul maxim de definitie,

e Determinam asimptotele verticale.

- Aflam multimea A R formata din punctele de acumulare ale multimii D care nu sunt inclusein D.

- Aflam multimea B a punctelor din domeniu, Tn care limitafunctiel nu coincide cu valoareafunctiei.
- Daca AU B = @, atunci nu exista asimptote verticale.

- Daca AUB#d, atunci pentru fiecare punct ae AU B, calculam limitele laterale Tn a (care au sens).
Dreapta x=a este asimptota verticala daca si numai daca cel putin una dintre limitele lateralein a este infinita.

e Determinam asimptotele orizontale si oblice.

- Daca +o nu este punct de acumulare a domeniului de definitie, atunci nu se pune problema asimptotel or orizontale sau oblice

la+oo.

- Daca +oo este punct de acumulare al domeniului de definitie, calculam limita functiei la +co.
Daca limf(x) = aeR, dreaptay = a este asimptota orizontala la +oo,

* IEsm: l[im

X—>+00

f(

X

Cetam exi e ARIRIIAS re%sl{g?%(%? 'nu exista asimptotd oblica la +co.

Daca me R*, trecem la pasul urmator.

*

== Ilm(f (x)—mx) Daca limita este infinita sau nu exista, atunci nu exista asimptota oblica la +co.

X—>+0

Daca n e R, atunci functia admite asimptota oblica y = mx + nla +co.

Analog se studiaza existenta asimptotelor orizontale si oblice la-co.

Observatii.

1. Graficul une functii elementare definite pe R nu ar e asimptote verticale.

2. O functie nu poate,sa aiba in acelasi timp asimptotd orizontala si asimptotd oblica la+09,

Analog, o functie nu poate sa aiba n acelasi timp asimptota orizontala si asimptota oblica la -co.
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<+ Problema rexzolvata. Aflati asimptotele functiilor definite prin relatiile de mai jos:
1

b —x . = 2x—1 > X + 0 :
a) f(x) x24+5x—6" b) f(x) 1 , x=0 "~
c) f(x) =2x+Inx; d) f(x)=\/x2+l + X.
Solutie. a) Domeniul.maxim de definitie este R\{—6, 1}, deci — 6 si 1 sunt puncte de
_ . . < . R . x . . X _
acumulare ale domeniului si nu apartin acestuia. Cum xl/l'IE6 2456 xl}.n;lﬁ 224546
_ . I . . . x _ - - — . — g )
= o0, élfmi s g — > §l xll\‘l'rll Gas5e6 — rczulta ca dreptele x 6 si x =1 sunt asimp

. - - . x _ — | _ - - . _
tote verticale. Din faptul ca xl}li‘ﬂoo 315+ 6 — 0, rezultd ca dreapta y = 0 este asimptota orizon

tala la oo si la —oo.

: N 1 . | . _ :
b) lim 5—— = —<0 si lim = oo, deci dreapta x = 0 cste asiumptota verl-
1 )y 2T L AN 2x—1 P P
cald. lim 53— = 0si lim —S3= =-— 1, deci dreapta y = 0 este asimptota orizontala la oo, iar
dreapta y = — 1 este asimptota orizontala la —oo. -
¢) Domeniul de definitie este (0, ). li\nbf(x) = — oo, deci x = O este asimptotd
X

verticala. xl_ilgof(x) — oo, deci graficul nu are asimptota orizontald la oco. Cercetam existenta

asimptotei oblice. Avem m = lim Lx_*;_ll.l& — 2, dar lim(f(x) —mx) = lim Inx =00, deci mu
i i . X—>C0D X—>00 X—00
existd asimptotd oblica.

d) Functia nu poate avea asimptote verticale deoarece limita in orice punct din

R este finita, fiind egald cu valoarea functiei in acel punct. Notand x=-—y, avem
i (V7 1 ) =Jim, (57T ) iy, b =0, dee mptots o
x_l_;g‘lw x<+1 +x )}1_{130 y<+1 —y )}an}o ST 0, deci graficul are asimptota ori
zontala y =0 la —oo. éil‘glof(x) = oo, deci graficul nu admite asimptota orizontala la oo, Stabilim

: : : . X%+l + : :
daca are asimptotd oblica. m = lim —@ = lim = —2sin= Jlim (f(x) — mx) =

=lim (\}xz + 1 —x) — 0, deci dreapta y = 2x este asimptota oblici la oo.
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L 4l EXERCITII DE INITIERE K,

u Pentru fiecare dintre functiile ale ciror grafice sunt reprezentate in figura
de mai jos, precizati domeniul de definitie si asimptotele:

}Ay ' AY
L2

0

AY

X
.
>

\ 1

E Demonstrati ci graficele functiilor urmiitoare nu au asimptote verticale:
a) f:R-R, f(x)=x3 —5x+2;

b) f:R~R, fx)=x?-2% ¢) fiR=R, f¥)= 77

H Demonstrati ci graficele functiilor urmitoare au céte o asimptoti verticali

x3+1

si una orizontali: a) f:R\{3} -R, f(x)=%;
b) £:R\{ 3}~ R, 10 = 55
2x+7

¢) f:R\{1} >R, f(x)=

n Demonstrati ci graficele functiilor urmitoare au cite o asimptoti oblici.

Stabiliti daci existi asmlptotﬁ verticala.
a) f:R\{1} >R, f(x)=%=3; b) f:R-R, fx)= "Z:};

¢) fiR\{2} »R, flx)=25143, d) f:R\{-1} R, f(x)= 55—

E Pentru fiecare dintre functiile rationale de mai jos, aflati domeniul maxim
de definitie si asimptotele:

a) flx) = 52l b) f(x) = ,;g;,
o) flx) =X, d) f(x) =

x2—4x :

II PROBLEME ¢ PROBLEME ¢ PROBLEME

1. Se consideria functiile:
SRR, f()=2%-
h:(—o,0), h(x)=

l.-

L, g2:R=>R, g(¥)=2"%+1,
log,(—x)siu:R* =R, u(x)= é-

| T .
2. Aflati domeniile maxime de definitie
nite prin relatiile:

si asimptotele pentru functiile defi-

+ xI+1,
2) f() =77 b) @)=y 9 @)= o
d) 1) =5515 0 f()= g

3. Aflati valorile lui @ si b stiind cd graficul functlel
f:R\{b} ~R, f()=

admite asimptota orizontald y = 2si a51mpt0ta vertlcali x=3.

4. Aflati valorile lui a si b stiind ci asimptotele funct;el
. , +ax—
fiR\{-b}-R, f(¥)= £

x+b
suntx=—1si y=x-1.

‘w’ls . Aflati valorile lui a si b stnnd
se intersecteazi in punctul

5. Fie functia f R\{b} =R, f(x)—
¢i cele doud asimptote ale graﬁculul functlel

A2, -5)-

6. Aflati domeniile maxime de definitie

definite prin relatiile: .
b) fo)=AxP+2x -x;  ©) f)=x- (253

xrex+l

si asimptotele pentru tuncuif

) f)=" el

@ 1= x“, o (= D £ =1g(1-x);
9 f)= h) f() =Tt i) f)=e¥s

i f(x)*}ilfig K f(x)=-2;1—g; n f(x)={/fm :
m) f(x) = 255 n) fx) =5 p) f(x) = Gosws

Jx+3 = Yx+T .

x-1

q) f(x) =cos Jx+1 —cos /X r) f(x) =



4 REZUMATUL CAPITOLULUI ¢

Notiuni

Definitii - Proprietdti

Dreapta reald incheiatd

R =RU{-, )

AcR, A+ D, A este mdrginitd

daci (3) a, f eR astfel incit
(V)xed, a<x<p

Daci a €R, V este o vecindtate a lui a

dacd (3) & > 0 astfel inct (a —¢, a+e) c V

V este o vecindtate a lui —oo

dacd (3) ¢ < 0 astfel incdt [-oo, &) c V

V este o vecindtate a lui +oo

dacid (3) ¢ > 0 astfel incét (g, 0]  V

Punctul a €R este punct de acumulare al
multimii 4 cR

dacd orice vecinatate ¥ a lui a contine cel
putin un punct din 4 diferit de @

Limita unei functii fin x(
IeR,
I= I]_lg]0 fx)

daci f:D-R, xq € R este punct de
acumulare pentru D si pentru orice vecinitate
V'a lui l existd o vecindtate U a lui x, astfel
incét pentru orice x e DN U\ {x(} sd avem

f(x) eV

Limita functiei elementare

f:D-Rinxg eDesteJl?of(x):erO)

Dacd f: D - R siaeR este punct de
acumulare bilateral pentru D, atunci

Jfare limitd in @ dacid si numai daci existd
I e Rastfel incat lim f(x) = lim f(x) =1/.
X—=d X—=+d

. x<a xa
caz lim f(x) =
In acest caz lim /(x) =/
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Operatii cu limite de functii

Daci f; g: D - Rsixp e Reste un punct de
scumulare al lui D astfel fncdt lim / () =1

si xl_l.ryug(x) =1 atunci

cazuri exceptate
Jim (6 +g @) =1y +1 e
Jim () g (D) =1y 15 0
Il*i']}lo % - i_:l?. '% i 3
xl_i’r}clo(ﬂx))gcf]z ffz 1%, 00, 0

Limite remarcabile

pentru cazul de nedeterminare [%}

lim G0 _

x=0
lin =l g, a>0s5ia#1
X
lintl] —(]“x) =¥ r,reR
X
. i . tgx
lim 282 = Jim 2=
-0 -0 ¥
. 1 . arctg)
lim £ = lim —Igt =1
x-0 x—0

pentru cazul de nedeterminare [1%]

T
lim (1+x)¥ =e
x=()




Testul 1

x2

E Fie functia f: D —R, dcfinitd prin relatia f(x) = xll_—zx ,unde D cR.

1p a) Aflati domeniul maxim de definitic D si precizati numercle reale care |
nu apartin lui D dar sunt puncte de acumulare ale lui D.
1p b) Calculati limitele laterale n x = 0. N
1p ¢) Determinati asimptotele graficului functiei /.
E Calculati:
l- x“42x-5 |
1p a) x-ru-pco Ix-1 7
A3
Ip b) ll_rg 2-2x
. Jx+l
Ip c) lim logy =75

E I
1p din oficiu {

1p E Daci « €R, calculati }%(1”2 +ax+4 - ax]. Discutati dupd valorile pa

rametrului a.

&.| se considerd functia f:R\{1} >R, fx) =
1p a) Calculati )%1{1} 1)
Ip

Testul 2 (tip grild)

3 21

J;:_—l , x>1
2 - .
xAled L p oy <l
x—1

b) Aflati valorile lui a si b astfel incat functia s aiba limitd inx = 1.

Pentru fiecare intrebare, una singurd dintre variaatele A., B., C., D. este

corectdi. Indicati aceastd varianti,

1p din oficiu

1p E Fic functia f:R* »R, fx)= 4"2;”1 . Ecuatia asimptotei oblice la graft

cul functiei este:

A.y=x; B.y=-x C.y=4x;

E Fie functia f/:R\{3} - R, f&x)=
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D. y=4x-1.
oy > *e@ N3
x+a x € (-w,2]

Ip

a) Aflati valoarea lui a pentru care functia are limitd in x = 2.
A.2; B.-2; C.1; D.O.
b) Aflati coordonatele punctului de intersectic al asimptotei verticale cu
asimptota orizontala.
A.(2,0); B.(2,1); C.(3,2); D.(3,0).

@ Considerdm functia f: D —»R, f(x)=In(25—-x2), unde D cR este dome-
niul maxim de definitie.

a) Care afirmatie este adevirata ?
A.D=R\{-5, 5}; B.D= (-0, —5)U(5, ®);
C.D=(-5,5); D.D=[-5,5].

b) Dacii 4 si B sunt punctele de intersectie ale graficului cu axa Ox,
aflati distanta AB.
A.2J6; B.4/6; C.2; D.4.
c¢) Care este distanta dintre asimptotele graficului functiei ?
A.2In5; B.10; C.2; D.4In5.

2—— . -
@ Dacid n e N* astfel incat Iin31 2 6td i ot T» atunci
X=

x2=4x+3 T =m0 x24dx
A.n=1; B.n=2; C.n=3; D.nuexistin cuproprictatea din enunt.

@ Consideram functia f: (-0, —10)U (10, ) >R, f(x) = meo ‘
Y X =

Asimptota graficului la —oo:
A. arc ccuatia y=1; 3. are ecuatia y=—1;
C. are ecuatia y =—10; D. nu existi.
Daci « si b sunt numere reale cu proprietatea
}LI&(E/SH tax?+ax+1 —ax)=b,
atunci ab are valoarea:
A.3; B.1; C.2; D.3.




l‘ M4 PROBLEME RECAPITULATIVE

7. Se consideri functiile f:R-R, f(x) =x? +3x+2sig=sgn of.
a) Precizati imaginea functiei f.
b) Reprezentati graficul functiei g.
¢) Aflati limitele laterale ale lui g in —1 §i —2.

1. In figura de mai jos este reprezentat graficul unei functii f:[2,9]-R oo g
a) Precizati intervalele pe care functia este VATTTTLIILLIIL 8. Se consideri functia f: D »R, f(x)= _J;T::_
crescitoare, descrescitoare, constanti. ZJL CEET R a) Determinati domeniul maxim de definitie, D.
b) Care este valoarea maximi si care este Ct 'tttttttti":f » b) Care sunt punctele de acumulare ale multimii D ?
valoarea minim3 a functiei ? - JF f%kﬁ‘f‘%"" ‘,‘ ¢) Care sunt punctele izolate ale multimii I’ ?
¢) Reprezentati graficele functiilor definite :_IO 21 JFM H’ A _d) Aflati asimptotele functiei.

x2-1
Fie functia f: D —R, S&) =77

a) Aflati domeniul maxim de definitie D.
b) Demonstrati ci graficul functiei are o axi de simetrie.
c) Aflati asimptotele.

g100) =f(x) +2; 9.
g3 =f(x);  g4x)=—-0);  gslx) =[xl
(a—5,a+3), unde a este un numir real. Aflaf

a) I este veciniitate a lui 2;

prin relatiile:
g200) =f(x)-2;
2. Considerim intervalul I =
valorile lui a pentru care:

b) I este veciniitate simetrici a lui 2; 10. Se considera functiile
c) 4 este punc: de acumulare al lui 7. £ [0, ) - [1, ), flx)= Jx?+1 sig:[1, ) — [0, »), glx) = JxZo1.
3. In figura aliturati este reprezentat ‘, AY a) Demonstrati ¢ graficele celor doud functii sunt simetrice in raport
graficul unei functii f: D +R. I i cu dreapta y =x.
a) Precizati domeniul de definitie D si ! i b) Aritati ci graficele celor doud functii au o asimptoti comuni.
¥ b E | |
imaginea functiei. ! ! 11. Aflati valorile parametrilor reali @ si b astfel incit functia f:R\{3} >R
b) Scrieti ecuatiile asimptotelor. I; i f:_*;' , x<3 ) o
¢) Precizati valorile limitelor: ~  ——----- LA definiti prin f(x) = erl -2 si aiba limitd in x=3.
. ’ . ' i e x>3
Jim, £, Jim £Go), - Lol > N : :
. 0 72 > 12. Aflati valorile numerelor reale a si b cu proprietatea:
hm fx), hrn S, | : ' ' e
x{—l | ' a) lim ax®ibx?-xi2 _ 5. b) lim AxTexra b 1,
| 1 = iy
d) Care este solutia mecuatlel flx ! ! D hxleSa-1 x>1  xI-Sx+d 6
e) Reprezentati graficul functiei ' | c) lim (3 B axtix+l 4 xtax+1 + a.x) =b.

g:D >R elx) =1 fx)l.
4. Reprezentati graficul functiei f: (0, 27) \ {7} » R, definitd prin f(x)=

_ smx
~ |sinx

5, Consnderﬁm functia f: D —R, definitd prin fx) = Jx*—ax+1, unde D
reprezinti domeniul maxim de definitie, iar 4 este un parametru real.
a) Aflati valorile lui a pentru care D =R.
b) Pentru a = —1, aflati asimptotele graficului functiei.
6. Pentru fiecare dintre functiile definite prin relatiile de mai jos, aflati do-
meniul maxim de definitie, punctele de intersectie cu axele si asimptotele:

S by fGo) =aretgTiy; 0 fG0)=

13. Se consideri functia f: D - R, f(x) = In(lnx).
a) Aflati domeniul maxim de definitie, D.
b) Aflati asimptotele functiei f.
c) Demonstrati ci feste bijectivi.
d) Aflati asimptotele functiei f ™ -1,

Se consideri functia f: R\{—;,—} —R, a eR*, definiti prin relatia flx) =
= F;;T Aflati valoarea lui a stiind cd una dintre asimptotele graficului este

. Stabiliti daca functia are limita in 0, 7 $i 27,

14.

paraleld cu dreapta x +y =2.

In(-x2 +4x-3).

a) flx)=—"F%3—3



