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10. Asimptote10. Asimptote
În studiul funcţiilor elementare aţi întâlnit exemple de funcfuncţţii ale căror grafice se apropieii ale căror grafice se apropie de anumite drepte,

pe care le numim asimptote.
a)a) Asimptote verticaleAsimptote verticale

Considerăm funcţia
al cărei grafic este cel din figură:

Avem.
Observăm că pentru x>0 tinzând la zero,
punctul de pe grafic, de abscisă x se apropie de axa Oy.

Spunem că funcfuncţţia f are ca asimptotă verticală axaia f are ca asimptotă verticală axa OyOy,,
adică dreapta de ecuaţie x = 0.
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DefiniDefiniţţieie

Fie f: D R şi a e R, un punct de acumulare al lui D.
Spunem că dreaptadreapta x = ax = a este asimptotă verticalăasimptotă verticală a graficului funcţiei f, dacă cel pucel puţţin una dintrein una dintre limitele lateralelimitele laterale
ale funcţiei f în a existăexistă şşi este infinităi este infinită.

Problemă rezolvatăProblemă rezolvată..
Determinaţi asimptotele verticale ale funcţiilor:
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b) Asimptote orizontaleb) Asimptote orizontale

Fie funcţia g :R (O, ∞)                                având graficul din figură

Avem
Pe grafic, observăm că pentru x tinzând la ∞, punctul de abcisă x situat pe graficul lui g se apropie de
axa Ox.
Spunem că funcţia g are ca asimptotă orizontală la ∞, axa Ox, adică dreapta de ecuaţie y = 0.
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DefiniDefiniţţieie
Fie funcţia f: D  R.

Dacă ∞este punct de acumulare al mulţimii D şi                                           , spunem că dreaptadreapta y = ay = a este asimptotăasimptotă

orizontalăorizontală la ∞ pentru funcţia f.

Dacă -∞este punct de acumulare al mulţimii D şi                                            spunem că dreaptadreapta y = by = b este asimptotă orizontalăasimptotă orizontală la --∞∞
pentru funcţia f.
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Exemplu.Exemplu.
Funcţia arctgx are asimptotele                            (la + ∞)
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c) Asimptote oblicec) Asimptote oblice

Pe grafic, observăm că atunci când x tinde
la ∞ sau -∞,
graficul  se apropie de prima bisectoare.

DefiniDefiniţţieie

Fie f: D R astfel încât ∞ este punct de acumulare al mulţimii D.

Spunem că dreapta yy == mxmx ++ nn este asimptotă oblică laasimptotă oblică la ∞∞ pentru funcţia f, dacă
Fie f:DR astfel încât -∞ este punct de acumulare al mulţimii D.

         Spunem că dreapta y =y = mxmx + n+ n este asimptotă oblică laasimptotă oblică la --∞∞ pentru funcţia f , dacă
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Vom enunţa acum o teoremă din care va rezulta un procedeu practicun procedeu practic pentru determinarea asimptotei oblice.determinarea asimptotei oblice.

TeoremăTeoremă
Fie funcţia f:DR astfel încât ∞ este punct de acumulare al mulţimii D.
DreaptaDreapta yy == mxmx ++ nn este asimptotă oblică laeste asimptotă oblică la ++∞∞ pentru funcţia f dacă şi numai dacă există m, n eR astfel încât:

Fie funcţia f:DR astfel încât -∞ este punct de acumulare al mulţimii D.
DreaptaDreapta yy == mxmx ++ nn este asimptotă oblică laeste asimptotă oblică la --∞∞ pentru funcţia f dacă şi numai dacă există m, n eR astfel încât:
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ObservaObservaţţie.ie.
Asimptotele orizontale pot fi considerate cazuri particulare de asimptote oblice (panta m fiind nulă).
Practic, pentru determinarea asimptotelor unor funcţii date parcurgem următoarele etapeparcurgem următoarele etape:

• Aflăm domeniul maxim de definiAflăm domeniul maxim de definiţţieie,
● Determinăm asimptotele verticaleDeterminăm asimptotele verticale..

-  Aflăm mulţimea A    R formată din punctele de acumulare ale mulţimii D care nu sunt incluse în D.
- Aflăm mulţimea B a punctelor din domeniu, în care limita funcţiei nu coincide cu valoarea funcţiei.
-  Dacă A U B = Ø, atunci nu există asimptote verticale.
-  Dacă A U B ≠ Ø , atunci pentru fiecare punct ae A U B , calculăm limitele laterale în a (care au sens).

DreaptaDreapta x=ax=a este asimptotă verticalăeste asimptotă verticală dacădacă şşi numai dacăi numai dacă cel pucel puţţin una dintre limitele lateralein una dintre limitele laterale îînn aa este infinităeste infinită..

• Determinăm asimptotele orizontaleDeterminăm asimptotele orizontale şşi oblice.i oblice.
-  Dacă +∞ nu este punct de acumulare al domeniului de definiţie, atunci nu se pune problema asimptotelor orizontale sau oblice
la +∞.
-  Dacă +∞ este punct de acumulare al domeniului de definiţie, calculăm limita funcţiei la +∞.

Dacă lim f(x) = a e R, dreapta y = a este asimptotă orizontală la +∞.
- în caz contrar, cercetăm existenţa asimptotelor oblice la+ ∞:



* Dacă                                   este infinită sau nu există, atunci nu există asimptotă oblică la +∞.

     Dacă m e R*, trecem la pasul următor.
*  Calculăm                                          Dacă limita este infinită sau nu există, atunci nu există asimptotă oblică la +∞.

Dacă n e R, atunci funcţia admite asimptota oblică y = mx + n la +∞.
Analog se studiază existenţa asimptotelor orizontale şi oblice la -∞.
ObservaObservaţţii.ii.
1. Graficul unei funcţii elementare definite pe R nu arepe R nu are asimptote verticale.

2. O funcţie nu poate,nu poate,să aibăsă aibă îîn acelan acelaşşi timpi timp asimptotă orizontalăorizontală şi asimptotă oblicăoblică la +∞.
Analog, o funcţie nu poate să aibă în acelaşi timp asimptotă orizontală şi asimptotă oblică la -∞.
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