4. Operatii cu functii continue; Compuner ea functiilor continue

Folosind teoremele referitoare la operdtiile cu functii care au limita si compunereafunctiilor care au limita, putem arata ca prin oper atii
algebrice sau compuneri de functii continue, se obtin de asemenea functii continue.

Teorema (operatii cu functii continue)

Fief,g:D>R doua functii continue si x, < D. Atunci:
1. functiaf+ g este continua in X, ;
2. functiaf - g este continua n x, ;
3. pentru orice constanta ¢ e R, functiac «f este continua n x,;

4. daca g(x) # 0 pentru orice x e D, functia — este continua Tn X,.

Demongtratie. g
Dovedim afirmatia referitoare la suma, celelate demonstrandu-se analog. Daca x, este punct izolat, atunci f+g este continua Tn X,
Daca X, este punct de acumulare, avem lim(f(x)+g(x))= limf (x)+Himg(x)=f(x,)+a(x,) = (f+g)(X,), ceea ce arata ca f+g este continua in X,

Teorema (compunerea functiilor continue)
FieD,,D,c R, X,e D;, f: D; 2D, continua in x, Si g : D, >R continuam f(x,). Atunci functiag o f: D, >R este continua n X,

Observatii.

1. Evident, afirmatiile cu privire la suma, la produs si lacompunere, se pastreaza daca n loc de doua functii, consideram un numar finit
de functii.
2. Deoarece x afost arbitrar, rezulta:
» Suma unui numar finit de functii continue pe o multime, este o functie continua pe acea multime.

* Produsul unui numar finit de functii continue pe o multime, este o functie continua pe acea multime.

* Produsul dintre o constanta reala si o functie continua pe o multime, este o functie continua pe acea multime.

* Catul a doua functii continue pe o multime, este o functie continua pe aceea multime.

» Daca f:D,; 2D, este continua pe D, iar functia g:D, 2R este continua pe D,, atunci functiag o f este continua pe D,.

Prof:Ciocotisan Radu



Observatie.
Din cele de mai sus rezulta: orice functie ce se obtine prin operatii algebrice si compuneri de functii elementare, este o functie
continua.
Consecinta 1. Se demonstreazl pacy f este o functie continud, atunci functia | f | este continua.
De aici rezulta:
Consecinta 2. Daca f si g sunt doua functii continue pe D, atunci min(f, g) si max(f, g) si f-g este continua.

* Reciproca acestei afirmat]i
nu este adevarata !

Probleme rezolvate.
1. Studiati continuitatea functiilor f, g, u :R->R definite prin relaiile (a, b e R):

In(L+ x2)

In1+ %) _
f(x)=sinx, g(x)= T’Xio, u(x) = asmx+bT X% 0
1Lx=0 b X=0

Solutie. _ o o
Functiaf este functie elementara, deci este continua.

Functia g este continua pe fiecare dintre intervalele (— o, 0), (0, «), deoarece se obtine prin operatii algebrice si compuneri ae unor

functii elementare.

(Mai precis 9=—- unde g, este functie polinomiala iar g, este compunerea functiei logaritmice cu functia polinomiala g,(x) = (I + x?))
in O functia este continua pentru ca 1 (0)=1,(0)= 1 = g(0).

Am aratat ca g este continua pe R. Din continuitatea functiilor f si g, rezulta continuitatea functiei u = af+ bg.

1
arctg—,x=0
' iaf: inita ori — X I _— .. :
2. Fiefunctiaf :R->R definita prin f (x) = . Studiati continuitatea functiilor f si | f |.
- X =
. : : - 2V : 1 . T T y
Solutie. Functia f este discontinua qu pentru ca Is(0) =limarctg— = lim arctgy=——==—= f(0) Notamg=|f]|.
1 arctg =, x> 0 X0 Xy 2 2
Avan t s O . . v o . .
g(x) = T 7 w=0 Functiag este continud pe (- 0, 0) U (0, co)(elementard), si din 1,(0)=1,(0)= % =g(0)
Zx=0 ° 5 o5 Lo -
2 _arctg S, x<0 rezultd ca g este continua in O; prin urmare g este continua pe R.
X
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EXERCITII DE INITIERE

1.)Demonstrati ca functiile urmétoare sunt continue gefRx) =sin(2x+3), b)g(x) = |n(X2 N 3)’ Oh() = Ve, d)i() =3xr1

2.)Studiati continuitatea functiilor f+g, f-g, f-g i ém fiecaredin cazurile @ f,9:R—> R, f(X)=Xx+sinx,g(x) = x*+1

3.)Determinati a e R pentru car e functiile urmatoare sunt continue pe R.

ax+3/x,x<-1

a)f:R—>R,f(x):{3X2 . .
-1, x> -

%7l proBLEME ¢ PROBLEME ¢ PROBLEME [NY||

i,

1. Demonstrati ci functiile definite prin relatiile de mai jos sunt continue pe
R a) f0)=5515 b) f(x) =250
¢) flx)= sin;zle'; d) fx)= logx;+z(,x2 +1).

2, Precizati multimea punctelor de continuitate pentru functiile definite prin

relatiile: ~ a) f(x) = ll?i’%l-; b) flx)= —-3%;
¢) f(x) =arcsin(x+2); d) fix)= %;.

3, Aritati ci functiile f g, #:R-R, f(x) =Isinxl, g(x)=max(sinx, COSX),
h(x) = min(cosx, 0) sunt continue pe R. Reprezentati graficele restrictiilor
acestor functii la intervalul [0, 27].

1, x<0

4. 3) Fie functiile f,g:R-R, fe)=x"si g(x)={ o - Aritati ci

X, X2
functiile g si f+g nu sunt continue in 0.

b) Aritati ¢ suma dintre o functie continui f: D »R si o functie discon-
tinuii g : D - R, unde D CR este o functie discontinua.
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, Db)f :R—>R,f(x)={

X+2,Xx<0
b)f,g:R—>R, f(X)= ’ =
() { @ rop 9008
sin(z-3/x),x<1
a+In(2x* -1),x>1
- 2
5. a) Fie functiile f,g:R-R, f(x)={ xf , iiz gig(x)={ 3xz , iii |

Aritati cii f'si g nu sunt continue in xg = 2, dar f+g este continud pe R.

b T RoR. fo)e eF-x, x>0 ~ sinx , x<0
) Fie f,g:R-R, fx)=) 02 , x<0 fgl) = x+1, x>0 "~

Aritati ci functiile f, g si f+gnusunt continue pe R.

6. Studiati continuitatea functiei f+ g in fiecare din cazurile urmitoare:
x-cosx , x<0 x2-3x+1, x<0

a)f,g:R-rR,f(x)={ —e* , x>0 ,g(x)={ 2%

, x=0 ;
0 ] x=0 I : OSxS-;—
b) f,2:[0,2]-R, )= x+Inx , 0<x<1 |, g(x)= 2 1 :
Jx -1, 1<x<2 4x* , 7 <x<2
RSB ) xPasinx , x<0 Ceret
¢) /,2:R-R, f(x)= o x>0 , gxX)=x+e".



7. a) Fie functiile f, g :R-R, f(x)=xsi g(x)z{ -1, x<0 . Ariitati cig 9. Studiati continu’tatea functiei ch’ pe domeniul ei maxim de definitie, in

- L 1, x>0 fiecare din cazurile:
nu este continui in xg = 0, dar f. g este continua pe R. £ g RoR, ) { sinx , x<0 © 24+sinx , x<0
. B 1, x<1 | -x, x<1 ) 8RR, flx)= 2x x>0 ' 8WX) = ) x>0;
b) Fie fag.R-uR,f(x)—{ 1, x>1 9 g(x)v{ X, x>1 . At > 2 s X2
. . o _ . ‘o . 1-cosx , x<0 , x<0
tati ¢ f'si g nu sunt continue in x( = 1, dar f g este continui pe R. b) f,g :R-R, f\x)={ ) 0 ,g(x)z{ '; i>0 )
x2+1,x$0 . 1, x<0 = ? =
¢) Daci f,g:R~R, fix)= si g(x) = o o .
2x , x>0 X, x> 10. Pentru fiecare din perechile de functii (£, g) de mai jos, studiati continui-
tati cd functiile f; g, f+g si f- g nusunt continue pe R. tatea functiilor fogsi gof:
. e .. . . . . . egs A x+1 , x<-1
8. Studiati .contmu}tatea functiei f-g, pe domeniul maxim de definitie, in a) f,g:R-R, f(¥) = ) Lg (V) =x+1;
fiecare din cazurile: -1, x>l
&1 (
£, x<0 Jx o, x20 | 2x-1 , x<1
€ :R-R, = o ’ = ; : :I ’ ¥ .y
9) f,8:RoR, f¥) { 1 , x20 g0) { x24x, x<0’ b) f,8:R-R, f(x) i Jx -1, x21 8 () =%
sinx .
-1<x<0 sintx , x <2 x, x<2
o [— . — X = v i e . _ s _
b) f,g:[-1,1]-R, f(x) { & L 0<x<y EG)=xsing ) ,g:R-R, ﬂx’-{ x-2 , x22 *8® { 1, x22
x+Inx , x>0 X x>0 11. Determinati a € R, stiind ci functiile urmitoare sunt continue:
c)f,g-R*R,-f(xF{ e, x<0 ag(x)={ xt, x<0’ sinx* , x<0
tR-R, f(x)= ;
x2+x, x<0 2 b x2+a? |, x20
d) f,g:R-R, f(x)=x-sgn(x),g(x)= 1 vs0
? ‘\/x2~2ax+a2 y X222

b) f:R-R, f(x)={

ax+1 s, X<2

1
a+rex , x<0

¢) f:R-R, f(x)=1 lal , x=0 .
sin(a2x)
—x > x>0

12. a) Studiati continuitatea functiilor f, g, & :R—=R, unde:
0, x<0
) =xlxl, glx)= { x . x>0’ h(x) = max(f(x), g(x)).
b) Studiati continuitatea functiilor f, g, h :R - R unde:

f(x)={ x, x<l , g(x)={ {1]’ x<l , hx)=Ilg-rfl.
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