Cap lil.- DERIVABILITATE

Observarea i intelegerea unor situatii concrete a condus, de-a lungul timpului, la necesitatea exprimarii acestora prin modele matematice adecvate.

Astfel, notiunea de derivata a apdrut din necesitatea studierii existentei $i construirii tangentei la o curba intr-un punct al domeniului sau de definitie cat gi
din studierea vitezei $i acceleratiei unui mobil in migcare.

Aceasta notiune a fost introdusd aproape in acelasgi timp $i este atribuitd In egald masura lui Gottfried Leibniz (1646-1716) si lui Isaac Newton (1643-1727),
intemeietorii calcului diferential Si integral.

Calculul diferential - capitol al analizei matematice care studiazd functiile utilizand derivata .
Calculul integral - capitol al analizei matematice care studiazd integrala definita i integrala nedefinita

FUNCTII DERIVABILE
1. Exemple pregatitoare
Tangenta la o curba
Consideram functia f: R>R, f{x)=x? al carei grafic este parabola din figura.
Intuitia ne aratd ca parabola admite tangenta in fiecare punct al sdu (de exemplu tangenta in origine este axa Ox)

0 ] ;—: —>» X

Ne propunem sa scriem ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisd x, = 1, adica in punctul A(1, 1).
Ecuatia cautata este de forma y-1 =m(x- 1), unde m reprezinta coeficientul unghiular (panta).
Consideram pe grafic punctul mobil M(x, f(x)).

f)=f(x) _x*-1

X=X, x—1

=x+1

Coeficientul unghiular al dreptei AM este

Este normal sa consideram ca atunci cand x — 1 (adica M tinde la 4), secanta AM devine tangenta la

: xX)—f(xy)|=1; _
grafic. Deci, coeficientul unghiular al tangentei este |72 = 1Lm S~ (%) = 1xl£>r11 (x+ 1)_ 2
X—>X x —_ x()

Rezultd ca ecuatia tangentei in punctul 4 este y-1 =2(x - 1).
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Consideram acum cazul general al unei functii continue pe un interval.
Dorim sd precizam intelesul notiunii de tangenta la grafic intr-un punct dat al sau $i sa afldm ecuatia tangentei, cand aceasta exista.
Fie A(x,, f(x,)) un punct fixat $1 M(x, f{x)) un punct mobil, situate pe grafic. i
Tangenta in A la grafic este pozitia limita la care tinde dreapta AM atunci cand x tinde la x,. Cum panta drepte1 AM

este J(X)=S(x) graficul are tangenta in 4 daca existd |; S () - f(x)
X — X,

XX X—X
y s " . : ) 0 .
Daca aceasta limita este finita, ea constituie coeficientul unghiular al tangentei.

Retine !

* Daca |p = lim J ()= [ (%) c R| . ecuatia tangentei /a graficul functiei fin punctul A(x,, f(x,) este y-y, = m-(X-X,).

v

X—>X x — xO
e e SO S() _ o
Daca|m = lim = too |, tangenta la grafic este verticald, deci ecuatia ei este x = X,
X—>X x —_ xO
- f(x)_f(xo) s ey n % 4
* Daca raportul nu are limita in x, graficul nu are tangenta in punctul A.
X—X
0

Viteza momentand (instantanee) a unui mobil in miScare rectilinie Si neuniforma
Consideram un mobil care se deplaseazi pe o axa. in momentul # mobilul se afld in punctul de abscisa S(z). In cazul unei miscari
_ S(6,)=5(t)
uniforme, viteza mobilului este aceeasi in fiecare moment, valoarea ei fiind ~ — f—t unde ¢, $1 ¢, sunt arbitrare .
In cazul cand mobilul are o miscare neuniformi, adica viteza nu este constanti, ne plzmerh problema modului in care trebuie
definitd viteza intr-un moment ¢, Viteza medie corespunzatoare intervalului de timp [t,, t] este S ()-S5,
iar viteza In momentul ¢, notatd v(t ) se defineste ca fiind

r —t
limita la care tinde acest raport cand t—t, Deci S )-S5, 0
. w(t,) = -
t —t,
(Altfel spus, viteza momentana este limita la care tinde raportul dintre variatia spatiului $i variatia timpului atunci cand variatia timpului
tinde la 0. Se noteaza: AS
v(t) = lim —
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2. Derivata unei functii intr-un punct

E Definitie:

Fie DR, f: D 2R 8ix, e D un punct de acumulare pentru D.

Spunem ca f are derivata in x, daca exista lim f (x) — f (XO) = E
X—>X, X — xO

f'(xo) — lim f(x)_f(xo)

x_)xO x —_ xO

in caz contrar spunem cd f nu are derivatd in x,,.
. N = b . .
Derivata in x, se noteaza cu f (xo ) s S1avem:

Consecinta 1.
Daca f ' ( xo) e R atunci ecuatia tangenteli la graficul lui f in punctul de abscisa X, este

Y= 1) = (%) x—x,)

Consecinta 2.

Daca f ' (xo) = +00 si f este continud in x, atunci tangenta la graficul functiei in x,, este verticala, deci are ecuatia x = x;,,.
Observatie.
Daca f ' ( xo) = () , atunci tangenta la grafic in x, este orizontala §i are ecuatia y = f{ x,).
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Exemple.
1. Sé calculam f'( 1 ) unde f:R>R, f{x) = x3 $i sd determindm ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisd x, = 1.

Avem: )= lll’l’lf(x)—_lf(l) — hmﬂ = lim(x2 +Xx+ 1)= 3
X —

x—1 =l x — 1 x—1
Ecuatia tangentei cerute este y-f (1) =f'(I)(x- 1), adicd y- 1 =3(x- 1) sau y =3x-2.

2. Sa calculam f'(0) pentru functia f:R>R, S(x)= 3\/; $i sa scriem ecuatia tangentei la grafic in x, = 0.
Vom avea _ My —
7O =1 /=S O ¥ =0y,

x—0 X x—0 X x—0 3 [xz

Tangenta la grafic este verticala, deci ecuatia tangentei cerute este dreapta de ecuatie x = 0.

= 400

3. Functia f: RDR, unde £(x) =705 ¥ #0  nuare derivata in x, = 0.

X
0,x=0
intr-adevar, raportul ~ £'(0) = limw = lim cosl, nu existd ,hu are limita in origine.
x—0 X — 0 x—0 X
Observatie.
Sa presupunem cd pentru functia f:D->R exista f'(x ) pentru x, e D.
notand X—X, = j| vom avea

f'(xo) _ %ZI_I)I(} f(xo +h2_f(x0)
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3. Derivate laterale

Deoarece notiunea de derivata a unei functii f intr-un punct x_ al domeniului de definitie a fost introdusa cu ajutorul limitei in x_ a
raportului F(xX) - f(x) se poate pune problema existentei limitelor laterale ale acestui raport in X, .
0

X=X,
E Definitie
Fie :D-> R.
* Daca x,, eD este un punct de acumulare la stanga al multimii D, . f0)=f(x) =
spunem ci functia f are derivata la stdnga in x,daci exista | f.'(x,) = lim " R
;:;;CO X=X Derivatele la stanga Si
la dreapta
* Daca x, eD este un punct de acumulare la dreapta al multimii D, . f( x) _ f( xo) _ in punctul x,
spunem ca functia f are derivata la dreapta in x, daca exista Ji'(x,)=lim €R se numesc
i?xﬁ‘) X=X derivate laterale.

_1
X

) . 0
Exemple. 1. Pentru functia /:R-R, f(x)z{ roe » F<Y avem:

0 , x>0
1
£200) = lim *==0 _ Jim =¥ = o0, £,(0) = lim < = 0.
s =0 x=0 X ¢ =0
x<0 x<0 0

2. Pentru functia f:R-R, f(x) =[x- 1], avem:
> . o—x+l s Cqeox=1
f.v(l)z}cl_{rll xx_l =-1, fd(l)—)lcl_?} = 1.

x—1

x<1 x>1
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Teorema:

Fie D < R, f: D 2R si x, D punct de acumulare bilateral al lui D.
Functia f are derivatd in x, daca $i numai dacad f are derivate laterale in x §i f(x,) =f;’(x,) -

in acest caz , ,
S ()= () =a' (%)
Observatie.

Pentru f: [a, b] DR, prin derivata lui f in a se intelege f,’(a), iar prin derivata lui f in b se intelege f;(b).

+* Problemd rezolvatd, Determinati numarul real a, astfel incat functia f:R-R, f(x)=

{ x2 +ax , x<0

= sa aiba derivatd in xy = 0.

X , x>0
2

Solutie.  Calculim £, (0) si £;(0). Avem f£;(0)= 1in6 X = asi f,00) = lin(l) -1
xX— X
x<0 x>0

Deci, existd f'(0) dacd si numai dacd fi'(0) =£,(0), adici a = 1.
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Interpretarea geometrica a derivatelor laterale

Fie f: D >R continud $i x, & D astfel incat existd f'(x,) $i f,’(x,).
Putem avea urmatoarele situatii:
a) fs ' ( X, ) — fd ' (xo ) eR In acest caz ,f are derivati in X, $1 graficul lui f'admite tangenta in punctul 4(x,, f(x,))

reareecssinl , _ f(x,) = [ (xo)(x - xo)

b) fs ' (XO ) =y I (xo ) = T00| in acest caz graficul functiei f admite tangenti in punctul A(x,, f{x,)) de ecuatie |X = Xy
(dreapta paralela cu Oy).

A A , i
fs,(xo)z fd,(xo)z—}-oo 4 7 _f:g (x0)= fd(xo)z-—-oo
f(XO) """"" F f(x()) —————
Fig.3 — Fig. 4

' '
C) fs ()C 0 ) # f d (xO) si cel putin una dintre ele este finita.
in acest caz graficul admite in punctul 4(x, f(x,) doua semitangente: semitangenta la dreapta (a carei panta este f,’(x,))
$1 semitangenta la stdnga (a cdrei pantd este é’(XO))‘
Punctul 4 se numeste punct unghiular. Unghiul determinat de cele doui semitangente are misura in intervalul (O, 7).

' ien o s o] e

fi&xo) eR £jp) =—0

Fig.7

Fig. 6
Fig. 5

. fs(xg)eR
£,;(x0) € R (si diferite)
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d)

Ji'(xp)sau f,'(xg) =% si f'(x,) # [, (X))

In acest caz, fnu are derivati in X, iar punctul A(x,, f{(x,) se numeste punct de intoarcere pentru graficul functiei.

S5 (xg) =+, f(xg) =—o0

in punctul de intoarcere,

S5 (eg) =~o0, f1(xg) =+

YA YA cele doud semitangente
se suprapun.
Fig. 10 ;
f(x()) ----- ){\ & f(x()) ————— Fig. 11

|
| |

o %0 | >« ol o >x

+» Problemd rezolvatd. a) Demonstrati cd punctul de abscisd x = 1 este punct unghiul
2
xc—-1, x<1

pentru graficul functiei f:R-R, f(x)=

2 . Reprezentati graficul functieif.
l—x< , x>1

b) Aratati ca punctul de abcisd xp =0 este punct de intoarcer |

pentru graficul functiei g : R—R, g(x) = ,/Ix| sireprezentati graficul functiei g.

Solutie. a) Evident, feste continud Tn punctul xg = 1. Ay
Avem: £ (1) = lim =L = lim(x+ 1) = 2 5i Fig. 12
x—-1 " x—1
x<1 x<1
s . 1—x .
1)=lim =—limkx+1)=-2. 0
fd( ) x=1 x—1 x—1 ) r g
x>1 x>l - \ 1
Deci A(1, (1)) este un punct unghiular ‘
pentru graficul functiei f. : ‘
b) Evident, g este continud in punctul xg = 0. YA
, . Jx-=-0 -1 )
Avem g5(0) =11_£I(1)T0' =;1_136 = —o0 sl
x<0 0 x<0
, . X — . 1
=1 = lim =+ 00,
gd(O) xgr(l) x—0 x=0 V¥ -
x>0 x>0 [0 X
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'S EXERCITII DE INITIERE

m Precizati domeniul maxim de definitie D cR pentru fiecare functic |
f:D -R, definiti mai jos si apoi calculati derivata lui f in punctul |

specificat. a) f(x)=2x+3inx=1;
b) f(x)=3x2—x—1'inx=%; c) f(x)=%inx=0;
d) fx)= /x —1inx=4; e) f(x)=3cosxinx=0.

E Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei fin punctul specificat:
a) f:R-oR, f(x)=x3-1inxg=1;
b) f: (e, @) »R, f(x)=Inx+e)inxg=1-¢;
¢) f:R-R, f(x)=-2sinxinxg=7.

E Calculati derivatele laterale ale urmitoarelor functii in punctele specifi-
cate: a) f:R-R, f(x)=[2x—1linxo=73;

x*-1, x<
b) f:R-R, flx)= sinx . X3
stiind ci functiile urmitoare admit derivati in punctele

m Determinati a €R
x:+a , x<0

mentionate:  a) f:R-R, flo)= acosx , x>0

J 2 >
x+a® , x20 inxg=0.

b) f:R-R, flx) = lal - (x+1) , x<0

inxg=0;
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PROBLEME‘ 4 PROBLEME ¢ PROBLEME ’M‘

1. Precizati domeniul maxim de definitie D cR pentru fiecare functie
f: D -R definitd mai jos si apoi aritati ca f are derivatd in punctele speci-
a) f(x)=x2—x;x=—1,x=0; b) f(x)=ex+1;x=1,x=%;
) fx)=Jx+5;x=0, x=-12; d f(x)=;31—+;;x=1,x=2;

e) f(x):ln(1+x);x=0,x.—_—%; f) f(x)=2sinx; x:n,x=%;

g) f(x)=‘/¥:_“—?;x:2,x=3; h) f(x):tgzx;x=0,x=—§—.
. Scrieti ecuatia tangentei la graficul fiecireia dintre functiile urmaitoare in
punctul specificat: a) f:R-R, f(x)=0c+ 2)2 xp=1;
by £:[0,0) >R, f(x) = /2, xo =73 ©) fiR-R, f()= e e, x0= %)
d) f:R-R, fx) = In(x?+1), xo=0; ¢) f:R-R, f(x) =-3cosx, xoz—’zz-.

. Scrieti ecuatiile tangentelor la graficele functiilor de mai jos in punctele de

ficate.

intersectie cu axele:
a) f:R-R, f(x)=x*-4;
¢) f:[0,2n] >R, f(x)=cosx;
. Un mobil se deplaseazi pe 0 traiectorie rectilinie conform legii S(0) =1% +2¢
unde ¢ este timpul (in secunde), iar S() este spatiul parcurs péni in
momentul ¢ (S(?) este exprimat in metri). Calculati:

a) viteza medie a mobilului in intervalul de timp cuprins intre

3 secunde si 5 secunde;
b) viteza in momentele 71 = 3, =4, t3 =5.

b) fiR\{~1} >R, f(x) = 371;
d) f:R-R, fx) =2%-2.

. Scrieti ecuatiile tangentelor la graficul functiei sinus in punctele de abscisd
0, 7 si 2. Precizati unghiurile pe care aceste tangente le formeazi cu axa
Ox. '

. Calculati derivatele laterale ale functiilor urmétoare in punctele specifi-
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x2-3 | x<2

cate:  a) f:R-»R,f(x):{ 10-3x . x>2 , X0=2;
b) f:R—»R,f(x)=l—;%, xp=1; )
0 f:[-1, 2]->R,f(x):{ 1?;: ~01<sxx<s20 ,x0=0;'
sinx , x<0
d) fiR-R, f)=1 0 , x=0 xy=0;

1-cosx , x>0
e) f:R—bR,f(x):{

7. Determinati a e R stiind ci functiile urmitoare admit derivati in punctele

ax2 , x<1

mentionate:a) f:R-R, f(x) = -
f 2 xs1 007k

x3+ax2 , x<0

b) f:R-R, f(x)=
! X3, x>0 » X¥0=0;

¢) f:R-R, f(x)=x-Ix-al, xg=a.

8. :’;snctirul fiecare: dintre functiile de mai jos, stabiliti daci punctele, avind
sele mentionate, sunt puncte de intoarcere sau puncte unghiula,re'

a)f!R—»R,f(x):{ JxX 5 x>0

sinx , x<0 X0 =03

b) f:R—+R? S) =max(x, x3 -x),x =0, x; == 2, x; = J2;
¢) f:R-R, f(x)=x- /Ix], xg = 0;

d) f:R-R, f(x)=/Ix2-x-2] yxo=-1,x1=2;

e) f:R-R, fx)=|x-1[+lx+1,xg=-1, x; =1;

1 ’ x<1

:R- =
D fRoR, £ {Hm Tt



