Cap.4-STUDIUL FUNCTIILOR CU AJUTORUL DERIVATELOR
ROLUL PRIMEI DERIVATE IN STUDIUL FUNCTIILOR

Prima derivata a unei functii se dovedeste a fi utila Tn studiul intervalelor de monotonie ale functiei si al punctelor de extrem.
Fief: 1R, o functie derivabila pe intervalul I. Atunci, pentru orice X, fixat in | si oricex el \ {x.}, avem
X=X, % X— X
Cumx, afost ales arbitrar in | , rezulta f '(x)>0 pentru orice x el.
Am aratat astfel ca derivata unei functii crescatoare pe un interval este pozitiva.
Analog se demonstreaza ca derivata unei functii descrescatoare pe un interval este negativa.
Se poate demonstra ca sunt adevarate si reciprocele afirmatiilor de mai sus.
Mai precis, vom enunta o teorema care stabileste legatura dintre semnul derivatei unei functii i monotonia acestel functii.
Teorema

Fief: 12>R, o functie derivabila pe intervalul I.
Avem: a) ' 2= 0Qdacisinumaidaci f este crescatoare.

b) f' < 0dacssinumaidaca f este descrescatoare.
c) Daca f'> 0, atunci f este strict crescatoare.
d) Dacaf'<0, atunci f este strict descrescatoare.

Observatie.
Reciprocele proprietatilor c) si d) nu sunt adevarate, adica daca functia este strict monotona,
nu rezulta ca inegalitatile verificate de derivata sunt stricte

Exemplu, f: R> R, f(X) = x3 este strict crescatoare pe R, dar f * se anuleaza in 0.



Probleme rezolvate.

1. Studiati monotoniafunctiel f:R>R, f(X) =arctgx-x.

. 2
Solutie. f'(x)= 1 S A S o deci functia este descrescatoare pe R.
x*+1 x* +1
2. Aflati intervalele de monotonie ale functiel f:R>R, f(x) = 8x4-x2.
Solutie.

f'(x) = 32x3—2x=_2x(4>_<—_1)(4x+_1_?. o _ o
Trecem semnul derivatei si concluziile privind intervalele de monotonie in urmatorul tabel de variatie:

X |- —% 0 % o0
k) ———= 0 +4++ 0 -—— 0 +++
f e N - 2 0 N -35 s

3. Demonstrati ca:
a) daca f:1 2Reste derivabila pe intervalul I, f ' >0 pe si nu exista nici un iatetval (a, b) cua< bpecaref'safie
nula,
atunci f este strict crescatoare; |
b) daca f: >R este derivabila pe intervalul I, f ' <0 pel si nu exista niciuninterval (a,b) cua< bpecaref'sa fie nula,
atunci f este strict descrescatoare.
Solutie.
a) Dinfaptul caf* > 0pe I rezulta ca f este crescatoare. Daca presupunem ca f nu este strict crescatoare, exista a, b, a<b astfel Tncét
f(a) =f(b). Atunci, pentru orice xe(a, b) avem f(a) <f(x) <f(b), deci f(x) =f(a) =f(b), adica f este constanta pe [a, b], prin urmare are
derivata nula pe (a, b), ceea ce contrazice ipoteza.



Determinarea punctelor de extrem

Consideram functiaf:R>R, f (X) = 2X 1
Derivata el este F(x)= 1-x° X“ +1Din tabelul de variatie a functiei deducem ca cea mai mica valoare a functiel este >,
- (Xz +1)2 (pentru x = -1), iar ccamai marevaloareeste 1 (pentrux= 1).
X -00 -1 1 +00
f’(x) | --------- 0 +++++++++++++H+HH+H 0 e

) [0 Ny —% _

|
| NS
o

Spunem ca - 1 este punct de minim, iar 1 este punct de maxim.

Un punct de extrem poate fi identificat pe baza semnului derivatel in vecinitatea punctului respectiv.
Fief: 1 >R, o functie continua pe intervalul I i x,din| .

CazulI: xg este un punct interior intervalului I si f este derivabild pe
(a, D)\ {xg}, unde xq € (a, b) < I. .
eDaci /' >0 pe (a, xg) si /<0 pe (xp, b), atunci x( este punct de maxim,

x |a XQ b
£(x)  +++ ———

Sx) 7 fxo) N\
M

: X
eDaci f’ <0pe (a,xg)si f >0 pe (xgp, b), atunci xq este punct de minim. ) — Tt

f&x) N fxg) 7
m




Cazul II: x cste capitul din stanga al lui /i feste derivabila pe (xg, b) L.

X X0 b
f(x) 4+

S| fxg)

eDaci /> 0 pe (xq, b), atunci x( estc punct de minim.

X Xq b
1 (x) ———
F&) ] o) N

M

eDaci f <0 pe (xg, b), atunci x( este punct de maxim.

Cazul IIT: x ) este capatul din dreapta al lui 7 si f'este derivabild pe (a, xg) C L

x |a Xp
L) 4+

fx) 7 flxo)
M

eDaci />0 pe (a, xg), atunci xg este punct de maxim.

x |a Xq

S ===

fx) N flxp)
m

eDaci /' <0 pe (a, xq), atunci x( este punct de minim.

Observatie.
Evident ca rezultatele de mai sus nu trebuie memorate, punctele de extrem se citesc smplu din tabelul de variatie.




¢ Problema rezolvata.
Determinati punctele de extrem ale functiilor:

2) f:[2.4]-R, f() = y-x2 +6x—8;  b) fiR=R, f()=le* - 1l.

Solutie. @) Avem f7()= ==, (V¥ €2 ) 5i jR) =0 i W =-w
X 2 3 4

deci f nu cste derivabild in 2 si 4. Tabelul de variatic este )] ++ 0 —— -0,
Ao » 1 N 0

Rezultd ci 2 si 4 sunt puncte de minim iar 3 este punct de maxim.
e* x>0

b) Avem f’(x)={ .

<0 iar derivatele lateralc in 0 sunt —1 si I,
—e" 5

deci 0 este punct unghiular. Din tabelul urmator, rezulti ca 0 este punct de minim:

x |- 0 o0
f(x) ——— =141 +++
f&x) e 0 7
Observatii. 1. Din studiul monotoniei si al punctelor de extrem se pot obtine si
lte informatii despre functie. Astfel, folosind si proprictatea valorilor intermediare se
poate afla imaginea functiei.
2. Dec asemenea, se poate determina semnul functiei, pe baza unei
observatii de tipul urmdtor: dac feste crescitoare pe [a, b) si f(a) >0, atunci f(x) >
>( pentru orice x € [a, b).

“



- - - -
< Probleme rezolvate. 1. Pentru functia f:R->R, f(x) = §2+i , aflati intervalele de
monotonie, punctele de extrem si imaginea.

- Solutie. A Completam tabelul de variatie (in care trecem si limitele func-

f’(x)= (x2+1)2 .

x — o0 0 o0
tiei la capetele domeniului): f () ——— O +++ . Functia este strict descresci-
11 N -1 ]
toare pe (— oo, 0], strict crescitoare pe [0, o0), O fiind punct de minim iar imaginea este [ 1, 1).

2. Fic functia f: [-Z, %] > [-1, 1], f(&) =sinx—xcosx.
a) Stabiliti semnul functiei.
b) Demonstrati ca functia este bijectiva.

7T 7T
Solutie. a) f’'(x)=xsinx. Tabelul de variatie este: f  (x) +++ 0 +++
l-1 ~ o ~ 1
7T 7T
x |-% 0 2

Rezultd semnul functiei: f(x)l T 0 +++

b) Functia este strict crescitoare, deci injectivd. Din tabelul de variatie §i din
faptul cd functia este continud (deci are proprictatea valorilor intermediare), rezulta ca

f([— % s %’ D =[—1, 1], adici functia este surjectiva.

3. Dintre toate triunghiurile dreptunghice cu ipotenuza de
lungime a, aflati-1 pe cel care are perimetrul maxim.

Solutie. Notim cu x lungimea unecia dintre catete. Perimetrul este px)=a+x+
+Ja2 —x2 , unde x € (0, a). Derivata este p’(x) = 1 — ——2==. Sec obtine tabelul de variatie:
2
X 0 = P a a2
p (x) + 4+ + 0 _ ] - Maximul se atinge cand o catetd este x = —5—, adica
P (x) e a+ a‘/-z— N

triunghiul este dreptunghic isoscel.



Aplicatie (demonstrarea unor inegalitdti)

® Pentru a demonstra o inegalitate de forma f(x) > g(x), (V) x € I, unde IR,
este interval, studiem, cu ajutorul derivatei, variatia functieir # =f— g, aratind ci h
este pozitiva pe intervalul considerat.
<+ Probleme rezolvate. 1. Demonstrati ci pentru orice x €R are loc inegalitatea:
xarctgx > ln(l +x2).

Solutie.  Notim f:R-R, f(x)=xarctgx— ln(l +x2). Avem f’(x)=arctgx— lsz'
Pentru a stabili semnul lni £, studiem variatia lui f’cu ajutorul derivatei sale f”. Avem

fr )“ 25 27 2 0, deci f'este strict crescitoare pe R. Din tabelul de variatie al lui f”
rezultd ci f este negativi pe (—oo, O) si pozitivd pe (0, o).
- 0 o0
f”(x) +4+4+ 0 +++
f(x) s 0 7
Deci se obtine pentru ftabelul de variatie:
— 0 0 o0
' (x) —— 0 +++
f(x) N0

de unde rezultd concluzia.




2. 3) Demonstrati cd pentru orice x €R are loc inegalitatea
e*>x+1.
b) Fie x{, x5, ..., Xp, Dumere pozitive cu proprictatea
X1X9..xn = 1. Demonstrati cd x| +xp +... +xp 2 1.

¢) Demonstrati inegalitatea mediilor (Cauchy): media aritme-
ticd a oricAror numere pozitive aq , @5 , ..., an este mai mare sau egala decat media lor geome-

al+6£g+...+an
7 2 nfayay...an .

tricd, adica

Solutie.  a) Considerand functia f:R-R, f(x)=e*-x-1, avem f’'(x)=e*-1

x |—o 0 oo
Obtinem tabelul de variatie _f(x) ——— 0 +++ de unde rezulti concluzia.
fx) N 0/

b) Folosind inegalitatea de la punctul a), avem e¥1- 1 >x1, X2 >X7, oy
¢*n=1 > x,. Inmultind aceste inegalititi, rezultd e*1t¥2+--+Xn=" > x x5, .xp =1 de unde xy +
+X9 4 ... +Xp 2N, |

¢) Daci cel putin unul dintre numerele ¢, a3, ..., an este nul, inegalitatea

este evidentd. In caz contrar, notdim x; = %f-, ie{l,2,..n},unde G= nfajaz...an - Avem
X1X9..Xp = ﬂ%z,,ﬂ =1. Conform punctului b), rezultd x| +xp+..+xn2n de unde

aytayt..+a :
IZ=2—1 > G ceea ce trebuia demonstrat.




la— —

4l EXERCITII DE INITIERE R/

u Folosind derivata, demonstrati ci functiile definite prin relatiile de mai jos

4,
sunt monotone pe domeniul lor de definitie: a) f(x)=x3 +x-5;

b) f(x) =2%; c) f(x)zlog%x;
d) f(x) =logsx; e) fx)=3Yx.

E Folosind derivata, aflati intervalele de monotonie ale functiilor f:R-R S.

definite prin relatiile urmitoare: a) f(x) =x3 —12x; b) f(x) = In(x% +1);
) f&x)=25713 d) flx)=2%-2%,

E Folosind derivata, precizati intervalele de monotonie si punctele de extrem
-pentru functia de gradul doi f:R-R, f(x)=ax?+bx+c in fiecare din
cazurile a > 0 sia < 0.

E Pentru functiile definite prin relatiile de mai jos, aflati domeniul maxim de
definitie, intervalele de monotonie si punctele de extrem (daci exist):

a) flx) =x-3x3; b) f(x)=x%-2x%; ) fx) =4x3 —6x? —24x +1;
d) fx)=e*-x; e) flx) =xe*; ) f(x) =Ixl;

g) f(X)=In(4-x2); h) f&x)=/x-2.

|| PROBLEME 4 PROBLEME 4 PROBLEME

1. Pentru fiecare dintre functiile de mai jos, aflati domeniul maxim de defi-
nitie, domeniul de derivabilitate, intervalele de monotonie si punctele de
extrem (daci existd). Alcituiti tabelul de variatie:

a) flx)=x*-3; b) f(x) = x4—4x,
¢) flx)=xlx| - d) f&x)= x? +4, e) f(x):x’_ﬂ
2x+'? , X<-=2 10.
0 f) = xe¥; ® f)=xinx; W) fOI=) 2 4 L g
) f00) =715 ) fe)=lnxel. oy f(x)=max(2x,3 x 1.

. Pentru fiecare dintre functiile de mai jos, precizati domeniul maxim de
definitie, intervalele de monotonie, punctele de extrem (dacd existd) si 12.

imaginea: a) f(x) = x%+ 6x; b) flx) =x2 +xlx-2[;
- ©) f(x)~i2;$:}, d) f:R-R, f(x)=In(x? +1) - 2arctg x.

3. Fie functia polinomiali de gradul trei f:R->R, f(x) = ax3 + bx? + cx + d,

6.

7.

9.

unde @ + 0. Demonstrati ci: )
a) f este crescitoare pe R daci si numai daci a > 0 $i b° <3ac;

b) f este descrescitoare pe R daci si numai dacii a <0 si b? <3ac.

Fie f: (0, 0) =R, f(x)= e g) Calculati f’(x).
b) Demonstrati ¢ f(x) < f(e), (V) x>0.

¢) Deduceti inegalitatea x° < e*, (V) x>0
’ (Variant3, Bacalaureat 2002)

Déterminati valorile parametrului real m astfel incit functia f:R-R,
f(x) = (x +x+m)e* si fie monotoni pe R.

Determinati valorile parametrului real m astfel incit functia f:R-R,
f(x) = (x? —x+m)e™™ si aibd puncte de extrem.

Aflati valorile lui m pentru care functia f:R-R, f(x)= 3x5 - 5(m+1)x+
+15mx + 1 are patru puncte de extrem. Pentru cazul m =9, aflati intervale-
le de monotonie si punctele de extrem.

Demonstrati ci functiile urmitoare sunt bijective:

a) f:R-R, fx)=3x5+5x3 + 15 b) f:R-R, f(x) = x+sinxcosx;
¢) £:[0, )~ [0 o), flx)= Zﬁc_ ~InCe+1);

d) f:R-R, fX)=x+77 7 ~darctg7; ) fiR-R, fx)=x—sinx.

a) 3 <lnxgx-1, (V) x21;
¢) 2sinx +tgx > 3x, (V) x e [0, 5);
e)In /x +%2arctgx, (V)xe [1, «0);

, (V) x>0

Demonstrati inegalitﬁgile:
b) xe* +12>¢*, (V) x € [0, );
d)x? +2cosx>2, (V) xeR;

Hl+x+% 2 et <ltxt S

Demonstrati cii pentru orice x >0 si once n eN* are loc megalltatea

J'l
e >1+ 1,+ 2, + o +
Aﬂati valoarea minimi a sumei pﬁtratelor a douidi numere daci produsul
lor este 1.
Aflati volumul maxim al unui con circular drept inscris intr-o sferd de
razi 1.



